ETH Quantenmechanik I

HS 2015
Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich . . .
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Losung ]—O PI‘Of. Glann] Blatter

Ubung 1. Harmonischer Oszillator in drei Dimensionen

Lernziel: Wir haben den harmonischen Oszillator schon einige Male angetroffen. In dieser
Ubung behandeln wir ihn in drei Dimensionen und diskutieren die Entartungen der Energie-
werte im Falle eines isotropen Potentials.

Betrachte den anisotropen harmonischen Oszillator gegeben durch das Potential

V(@) = 5 (@i} +wiad +wiaf) . (1)

(a) Bestimme die Energieeigenwerte durch Lisen der zeitunabhingigen Schroédingergleichung.

(b) Zeige, dass fiir Energien E > hw; die Zustandsdichte approzimiert werden kann durch

E2
By~ ——n— . 2
9(E) ~ 3 o oiomon (2)
Hinweis: Berechne erst die Zahl der Zustinde mit Energie < E und leite dann nach E ab.

(c) Bestimme die Entartung der Energiecigenwerte im Falle eines isotropen Potentials, d.h., wenn
w; = W.

(d) Fine Entartung der Energieeigenwerte rithrt hiufig von einer Symmetrie her. Das isotrope Potential
ist offensichtlich rotationssymmetrisch. In welche irreduzible Darstellungen der Drehgruppe SO(3)
zerfdllt ein Energieeigenraum zum Eigenwert E?

Hinweis: Verwende, dass die Raumspiegelung eine Symmetrie des Potentials ist. Welchen Drehim-
pulsen entsprechen Zustinde gerader (ungerader) Paritit?

Losung

(a) Das Problem l&sst siche auf den eindimensionalen Oszillator reduzieren und wir erhalten
1 1 1
E:<u1+2>hw1—|—<u2+2>hw2+<u;),+2>hw3. (Ll)

(b) Fiir £ > hw; und 7 = 1,2,3 kénnen wir den Grundzustand vergessen und die u; durch
kontinuierliche Variablen approximieren. Die Gesamtzahl der Zustdnde mit Energie < F
is dann gegeben durch
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fiir g; := hwju;.

Die Zustandsdichte ergibt sich durch Ableitung nach F

T S i (L.3)
g dE N 2h3w1w2w3 ' .
(c) Falls w; = wo = w3 = w ist
3 ..
En:<n+2>hw firn=20,1,2,... (L.4)



Die Entartung von E,, ist gegeben durch die Zahl der Partitionen n = nj; + ng + ng mit
n; € N. Also kriegen wir

nlzzo ”22:0 1= mzzo(n—erl) = (n+1)2_%n(n+1) = (n+1)(n+1—%n) = %(n+1)(n+2) .

(L.5)

(d) Die Paritét ist eine Erhaltungsgrosse. Vom 1-dim. Oszillator wissen wir, dass Zusénde ge-
rader (ungerader) Hauptquantenzahl n gerader (ungerader) Paritéit sind. Aus der Theorie
der Kugelfunktionen wissen wir ebenfalls dass Zusénde mit geradem (ungeradem) Drehim-
puls ¢ gerade (ungerade) Paritét haben.

Folglich tauchen in der Zerlegung der Energieeigenrdume &, nur die Darstellungen
Dy, Dn_a,..., Dy (L.6)
auf. Ein Dimensionsvergleich zeigt dass

En=Dp®Dyo®...5Dy . (L.7)

Ubung 2. Streuung an der harten Kugel

Lernziel: Die Konzepte der (drehimpulsabhingigen) Streuphasen &, und Streuquerschnitte oy
wurden in der Vorlesung eingefiithrt. Mache dich anhand der folgenden Aufgaben mit diesen
neuen Grossen vertraut.

Wir betrachten ein hartes Streuzentrum gegeben durch das Potential

vin={" TZ0 3)
"= 0, r>rg.

(a) Berechne die Streuphasen &g und 8,. Skizziere die radiale Wellenfunktion fiir l = 0 in Abhingigkeit
von pg = kro.

(b) Berechne den totalen Streuquerschnitt o im Limes kleiner Einfallsenergien (po < 1) bis zur Ord-
nung O(pg). Warum kann man die Partialwellen mit grossen | vernachlissigen? Was erwartet man
fiir den totalen Streuquerschnitt im klassischen Fall?

Losung

(a) Das Problem wird wie gewohnt in Winkel- und Radialteil zerlegt. Der Radialteil R;(r)
kann fiir jede Drehimpulsquantenzahl [ separat gelost werden. Fiir r > rg kennen wir die
Wellenfunktion bereits. Es gilt

Ri(r) = (1/2)lh” (br) + 0y (k) (L8)
= e®tcos(8;) i (kr) — sin(8;)ng (kr)]. (L.9)

Fiir eine harte Kugel ist die Randbendingung gegeben durch R;(rg) = 0 und mit pg = ko

tan(s) — ill((’;‘;)) (L.10)



Fiir die Drehimpulse [ = 0, 1 sind die Bessel- und Neumannfunktionen gegeben durch

jola) = sinagx), () = sin(x) ;; cos(a:)7 (L11)
no(z) = _coi(a:)’ na(z) = ~ cos(z) —;236 sin(m). (L.12)

Unter Benutzung der trigonometrischen Formel tan(a+b) = [tan(a)+tan(b)]/[1—tan(a) tan(b)]
vereinfachen sich die Randbedingungen zu

tan(po) — po

tan(dg) = — tan(po), tan(dy) = — T+ o tan(po)

= —tan (po — arctan(pp))  (L.13)

Wir finden also (exakt) §o = —po und (approximativ) d; ~ —p3/3. Wir haben somit
Radialwelle fiir [ = 0 exakt bestimmt
Ro(p=kr) = e~ Sm(pp_ 7o) (L.14)
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Abbildung 1: Radiale Wellenfunktion R;—q(pox) als Funktion von x fiir eine harte Kugel. Die
Nullstellen sind bei z =1 + n.

(b) Der totale Wirkungsquerschnitt [siche Skript Gl. (6.54)] ergibt sich aus

2041 4777“
Ttot = Z 5T 0 (21 + 1) sin®(8) (L.15)
l

+ COt2 (5[) pO

also miissen wir sin(d;) in Potenzen von py entwickeln. Wir finden fiir kleine Energien
gelten folgende Verhalten

I
) P 20— i
Ji(po) = (2?01)”, ni(po) = (péﬂ)a und somit tan(6;) ~ po " (L.16)

Bis zu vierter Ordnung in pg finden wir dann

17
Oror = Amr2(1 — % +5p0) — dmrg (L.17)

Klassisch streut die Kugel mit einem (viermal) kleineren Wirkungsquerschnitt oyass = wr%.



Ubung 3. Das Teilchen im 3D-Topf

Lernziel: In dieser Ubung repetieren wie das Teilchen im 3D-Topf welches im Skript in Kapitel
5.2 behandelt wurde.

Wir betrachten ein Potential V(r) = VoO(ro —r)+V1O(r —1g), d.h. innerhalb von einem Radius ro haben
wir V.= Vy und ausserhalb V = Vi. Wie wir in der Vorlesung gesehen haben berechnet sich die Energie

des Grundzustands fiir Vi — 0o als Fo = Rn? + Vo.

2
2mrg

(a) Wir nehmen an dass dies fiir alle Werte von Vi gilt (also nicht nur im Limit Vi — oo). Berechne
die Bindungsenergie Vj.

(b) Berechne die Bindungsenergie Vi exakt.
Hinweis: Folge dem Skript Kapitel 5.2.

(¢) Erklire den Unterschied zwischen den Lisungen von Teilaufgabe (a) und (b).

Losung
(a) Fiir Ex = 0 kriegen wir Vp = —5;’:%

(b) Dies ist sauber gemacht im Skript in Kapitel 5.2. Wenn wir dieser Herleitung folgen sehen
wir dass wir
h2m?

- 2
8mrg

Vo = (L.18)

kriegen.

(c¢) Im Fall (a) wo wir den Limes V; — oo betrachten entspricht dass einer ”harten Wand” (siehe
Abbildung 2). Wir sehen daher dass

kTo =T (L.19)

gelten muss.

Im realistischen Fall (b) haben wir keine "harte Wand”. Wie im Skript beschrieben ist
konnen wir fiir den Grundzustand (d.h. n=1) sehen (siehe Abbildung 3) dass

kro = (L.20)

s
B .

(Fiir den ersten angeregten Zustand (d.h. n=2) kriegen wir kro = 3I.)
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Abbildung 2: Grafische Erklarung fiir den Fall (a) ("harte Wand”, i.e., V; — 00)
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Abbildung 3: Grafische Erkliarung fiir den Fall (b) i.e., V] < 00



