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Ubung 1. Rotationen

Lernziel: Rotationen und ihre infinitesimalen Erzeugenden sind bereits aus der Mechanik und
Elektrodynamik bekannt. Das Ziel dieser Aufgabe ist den Zusammenhang mit den neuen Re-
sultaten der Quantenmechanik zu diskutieren.

1.1. Rotationen in R3

Wir betrachten zundchst die bekannten Rotationen in R, die durch orthogonale 3 x 3 Matrizen dargestellt
werden.

(a) Gib die drei infinitesimalen Erzeugenden L™t L;“e‘:h und LMY fiir Rotationen in R® an.

(b) Wie erhdilt man aus den infinitesimalen Erzeugenden die aktive' Rotationsmatriz R, die einen
Vektor in R® um die Drehachse w mit dem Drehwinkel |w| dreht?

(¢) Gib die Rotationsmatriz R,(6) einer Drehung um die z-Achse mit Winkel 6 an.

Losung

(a) Die drei infinitesimalen Erzeugenden fiir Rotationen in R? lauten

00 0 0 -1
Lrer=(00 -1 |, Lyt=1| 0
0 1

0 1 0 0
00 ], Loeh=|1 0 |. (L1
0 -1 0 0 0 0
(b) Die aktive Rotationsmatrix erhdlt man aus den infinitesimalen Erzeugenden durch Expo-
nenzierung,

Rw _ ew.Lmech . (L2)
(c) Fiir eine Drehung um die z-Achse mit Winkel 6 ist w = fé, und wir finden

cos) —sinf 0
= sinf cosf 0O |. (L.3)
0 0 1

ech
Lree

R.(0) = ¢’

1.2. Rotationen im Hilbertraum H
Der Rotationsoperator U, dreht die Wellenfunktion W (r) aktiv um w im Hilbertraum H,

U,V (r) = U(R,'r) (1)

w

bzw. (r|U,|¥) = (R, r|T). (2)

(a) Was ist die infinitesimale Erzeugende der Rotation U,, im Hilbertraum?

(b) Wie erhilt man aus der infinitesimalen Erzeugenden den Rotationsoperator Uy, ?

'Eine aktiven Rotation dreht den Vektor oder das physikalische System im Gegenuhrzeigensinn, wihrend das
Koordinatensystem festgehalten wird. Eine passive Rotation dagegen dreht das Koordinatensystem.



(c) Gib die infinitesimale Erzeugende in der |l =1 Darstellung an.

(d) Sein ein normierter Vektor und n' = R,n. Dann gilt

(7’| = (Ron| = (RZ,n| = (A|U_, . (3)

Zeige die Transformation
1
}/fm(ﬁ',) = Z Dl:l(w)mm’ Yl*m’ (’ﬁ') ) (4)
m/=—1

wobei ‘

DY W)y = (1, m|e™ ™ LR |1 m/) | (5)
und

(e) Ausgehend von den infinitesimalen Erzeugenden in der | = 1 Darstellung, leite mit Hilfe von (4)
die infinitesimalen Erzeugenden LN, Lg‘%h und L™M fiir aktive Rotationen in R® her, d.h.

bestdtige dein Ergebnis aus Aufgabe 1.1 a).

Losung

(a) Der Drehimpulsoperator L = r A p ist die infinitesimale Erzeugende der Rotation U, im
Hilbertraum .
(b) Den Rotationsoperator U,, erhélt man durch Exponenzierung,

U, = e Wi/, (L.4)

(c) Die drei Komponenten L, L, und L, des Drehimpulsoperators L wurden in Serie 8, Ubung
3d) in der [ = 1 Darstellung berechnet bzw. sind in Tabelle 4.1 im Skript aufgelistet und

lauten
p (010 g [0 10 10 0
7 L === 11 0 -1 LT'=n| 00 0
B y Y z
v2\ 5 1 o V2o 1 o 00 —1
(L.5)

(d) Wir multiplizieren (/| = (f|U_,, von rechts mit |1,m) und benutzen die Vollstindigkeit
der |I, m)-Basis,

Yip(R') = (*'|1,m) (L.6)
= (R|U_w|1,m)
— Z(ﬁul,m/><l/7m/’eiw-L/h‘1,m>
'm/

1
= > Vi (R)(Lm [ 1, m) . (L.9)

m/=—1

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass U_,, den Hilbertraum #! invariant lisst und
nur m-Werte mischt. Da weiter gilt

DY W) e = (1, m|e™ @ L1 m!y = (1, m! | L1, m)* (L.10)

finden wir durch komplexe Konjugation von Gleichung (L.9) das gewiinschte Resultat,

1
Vi (A) = ) DN W) Vi (R) . (L.11)
m/=—1



(e) Per Defintion von 7/ gilt
i, = Ryt = e P "y, | (L.12)

wobei der Index k fiir die kartesische Basis steht. Unser Ziel ist es, die infinitesimalen
Erzeugenden L™*? durch die infinitesimalen Erzeugenden in der [ = 1 Darstellung, L=,
auszudriicken.

Y1m(n) kann als Koordinatenvektor in der sphérischen Basis geschrieben werden,

A 2 —%(ﬁf + ify)
Yim(n) = Z Ny
T 1 /4 o 47
ﬁ(nm — iMy)

I
|
3

s (L.13)

Gleichung (4) wird dann zu einer einfachen Matrix-Vektor-Multiplikation,

(R)" = exp {—iw - Ll=1/h} (f1s)" . (L.14)

Die unitédre Transformationsmatrix

1

—vi Vs
0 1 0

transformiert einen Koordinatenvektor von der der sphérischen Basis (index s) in die
kartesische Basis (index k),

Ny _\%(ﬁx + iﬁy)
=\ n, | =4 i = Any (L.16)
Py 5 (1 — ifty)
bzw. iy = A" ny, = Alny,. (L.17)

Wir haben also

exp {w . LmeCh} Ay = N, (L.18)

= An, = A[n)]" (L.19)

= A |exp{ —iw - Ll_l/h} ﬁ:} (L.20)

= Aexp {Zw . (lel)* /h} s (L.21)

= Aexp {zw : (Ll:1>* /h} Ay, (L.22)

—op {w- 14 (£7) atf o (L.23)

Vergleichen wir (L.18) und (L.23) finden wir
mech __ i 1=1\" t
Lt = 2 A <L ) At (L.24)



Wir berechnen noch die drei Komponenten,

Z. ) 00 0
ZA (Lgfl) At=] 0 0 -1 | =Lmen, (L.25)
01 0
Z. ) 0 1
=1 _ __ rmech
ZA <Ly ) A= 0 0 0 | =rme, (L.26)
100
Z. ) 10
ZA (L’;l) Al=|1 0 0 |=Lmen, (L.27)
0 0

und finden in der Tat die infinitesimalen Erzeugenden aus 1.1a).

Ubung 2. Radialteil des Laplace-Operators

Lernziel: Der Laplace-Operator nimmt ein besondere Form in Kugelkoordinaten an, welcher
die Schrédingergleichung zu einer nichttrivialen Differentialgleichung macht. Wir lernen, wie
sich diese Gleichung mithilfe eines passenden Ansatzes in 3D sowie in 2D vereinfacht.

Der Laplaceoperator A kann in einen Radialteil und einen Winkelteil separiert werden,

A=A, +A. (7)

(a) Zeige, dass der Radialteil in n Dimensionen gegeben ist durch

AnD (32 dlmr* 18r> . (8)

Hinweis: Betrachte eine Funktion f = f(r), die nur vom Radius r abhdngt.

(b) Ausgehend von A3P = (82 aT), zeige folgende weitere Ausdriicke fiir den Radialteil in 3D,

A3D — )+ 1o, 9)

= [0
(iarra + a) (10)
(o) =
(47)
1

= 50 720, . (13)
(c) Nutze den Ansatz R(r) = u(r)/r® und berechne AP R(r). Fiir welches a vereinfacht sich dieser

Ausdruck?

(d) Der Winkelteil der Laplaceoperators ist in 3D gegeben durch

1 2
r2sin®0 ¥ r2sind

AP = Dp (5in 00p) . (14)

Berechne Ay in 2D.



Im Folgenden betrachten wir den Laplace-Operator in 2 Dimensionen. In diesem Fall ldsst sich der Ra-
dialteil schreiben als

APD = (aﬁ + iar) : (15)

(e) Berechne A2PR(r) mit dem gleichen Ansatz wie im b). Kann man den Ausdruck wie fiir den
3D-Fall vereinfachen? Fiir welche o verschwinden alle Terme proportional zu v’ = O,u?

(f) Vereinfache die Besselgleichung,

742d2R(7‘) n dR(r)

02 r— + (r? = v»)R(r) = 0, (16)

mit dem Ansatz aus (b) und bestimme die Asymptotik der Besselfunktionen fiir r — oo.

Losung

(a) Wir benutzen die Notation 0; = 9/0x;,j =1,...,n .
Aus 0jr = x;/r folgt

O5f = "%’ O f) (L.28)
und

2r (%) (a2 14
Gf=\3)@N+|--35]0). (L.29)

Fir f = f(r) ist Af = A, f und somit

AP = Af (L.30)
= En:a]?f (L.31)

j=1

Ly 1 22

= (ﬁ) (92f) + (r - T;}) (0-f) (L.32)

j=1
= 02f + (’j - §> (0,1) (L.33)
- (az + - 1&) f. (L.34)

(b) Trivial.

(¢c) Man rechnet direkt

2 U u au 2 (d au
2 _ _
<3r i ﬁ“) o = O <ra - raﬂ) T <ra B rw)

' ad o a(la+1)u 20 20w
- ﬁ - | - o+l o2 rotl - o2
v (2-20)u  ala—1)u
R s R H—s (L.35)

Wir merken, dass fiir a = 1 die zwei letzten Terme verschwinden und es folgt bleibt

"

APR(r) = L (L.36)

r



(d) In 2D hat der Polarwinkel 8 den festen Wert # = 7/2. Die Formel fiir den Winkelteil in

3D vereinfacht sich folglich zu
1

(e) Analog zur vorherigen Teilaufgabe rechnen wir

1 u u’ au 1/ au
2 —
(8’”+ra”>w&<w—7ﬂ+l>+r<w—w+l)

" add au'  ala+1)u o au
T ro potl ol ra+2 ro+l o2

o (1-2a)u  oPu I.38
= ot e Toa- (L.38)

Man sieht sofort, dass die beiden letzten Terme nicht gleichzeitig verschwinden kénnen fiir
irgendeine Wahl von a. Der Term proportional zu u' verschwindet jedoch mit o = 1/2,

d.h. R(t) = “\(/;), und wir finden

u” U

2D _u
APR(r) = \/77+4r5/2 )

(f) Mit dem Ansatz R(r) = u(r)/+/r findet man aus der Besselgleichung (5)

(L.39)

U R -
T(\/F+4r2\/?+(r V)\/F 0, (L.40)
2—1/4

s W'+ (1 - ”rQ/)u = 0. (L.41)
Fiir grosse r vereinfacht sich die Gleichung zu u” 4+ u = 0, sodass die zwei unabhingigen
Losungen v (r > 1) ~ cos(r 4+ ¢g) und w® (r > 1) ~ sin(r 4+ ¢g) mit einer beliebigen
Phase ¢g sind und somit RV (r > 1) ~ sin(r+¢g)//r und R (r > 1) ~ cos(r+¢g) /+/T
Fiir die beiden unabhéngigen Losungen der Besselfunktionen erster und zweiter Art J,(r)
und Y, (r) ist ¢9 = —(2v + 1)w/4 und somit J,(r > 1) ~ cos(r — vmw/2 — w/4)/+/r und

Y, (r>1) ~sin(r —vn/2 —w/4)/\/r.

Ubung 3. 2D Potentialtopf und marginal gebundene Zustinde

Lernziel: Physikalische Effekte hingen von der Dimension ab, in welcher sie auftreten. Expe-
rimentell sind 2D oder 1D relevant, wenn Quantenobjekte (z.B. Elektronen) in einer oder zwei
Dimensionen eingeschrdinkt werden, so dass sie sich nur noch in gewisse Richtungen bewegen
konnen. Fir den 2D Potentialtopf studieren wir die gebundenen Zustinde und lernen, dass ein
schwaches, attraktives 2D Potential immer einen marginal gebundenen Zustand besitzt.

Wir betrachten ein rotationssymmetrisches, attraktives Potential der Form
V(r)==%%06(ro —|rl), (17)

mit Vo > 0. Wir konzentrieren uns in dieser Aufgabe auf das Spektrum der gebundenen Zustinde mit
negativer Energie E < 0.

(a) Betrachte die Schrodingergleichung in 2D in Polarkoordinaten und finde die transzendente Glei-
chung, welche die Energien der gebundenen Zustinde bestimmd.



(b) Fiihre die dimensionslosen Grissen &y = /2mVoro/h und e = E/Vy ein und ldse die transzendente
Gleichung numerisch, um das Spektrum der gebundenen Zustinde als Funktion der dimensionslosen
Potentialstirke & zu bestimmen.

(¢) Betrachte den Fall infinitesimaler Potentialstirke & < 1 und zeige, dass immer ein gebundener
Zustand existiert. Wieso bezeichnet man diesen Zustand als marginal gebunden?

Losung

(a) Der Hamiltonoperator in 2D l&sst sich einfach in Polarkoordinaten ausdriicken, indem man
den Laplaceoperator in Polarkoordinaten ausdriickt,

p2
h2
= 5D + V(1) (L.43)
——h—2(62+18 +i82)+V( ) (L.44)
o2mN T T 2 i '

Fiir die Schrodingergleichung H)(r, ) = E(r, ¢) ist es hilfreich, den Ansatz
Y(r. @) = Ry(r)e’? (L.45)

zu wihlen. Hierbei ist | € Z, damit die Periodizitdtsbedingung ¥ (r, ¢ + 27) = (r, )
erfiillt ist. Fiir die radiale Wellenfunktion R;(r) ergibt sich die Gleichung

R? 5 1 12
(_%(87~ + ;ar - ﬁ) - ‘/0@(7'0 - T))RZ(T‘) = ER[(T‘) . (L46)
Fiir r < rog finden wir
2, 1, I, 2m _
(8T + ’I“ar r2 - hQ (‘/0 + E))RZ(T‘) - 0) (L47)

was sich mit den Definitionen k = +/2m(Vp + E)/h, sowie s = kr und R;(r) = fi(kr)
schreiben l&sst als

(s2a§ + 58 + (5% — z2)) fils) =0, (L.48)

Dies ist die Bessel-Gleichung, so dass sich die allgemeine Losung als Linearkombination
aus Bessel-Funktionen erster und zweiter Art darstellen lisst,

fi(s) = a;Ji(s) + biYi(s) . (L.49)

Da die Wellenfunktion bei s = 0 regulir sein muss und die Bessel-Funktionen zweiter
Art Yi(s) fiir s — 0 divergieren, gilt & = 0. Somit finden wir fiir r < 7o die Losung
Ry(r) = a;Ji(kr). Analog finden wir fiir r > r

1 >  2mE
2,29 4 2 =
(ar + o0 -5+ )Rl(r) 0, (L.50)
woraus sich mit o = /2m(—FE)/h und der Definition § = ar sowie Ry(r) = fi(ar) die
Gleichung
(§2a§ + 505 — (3% + 52)) A3 =0 (L.51)



ergibt, welche der modifizierten Bessel-Gleichung entspricht. Somit ist die allgemeine Losung
eine Linearkombination der modifizierten Besselfunktionen I;(§) und K;(5),

fi(3) = aKu(3) + dili(3) . (L.52)

Da [;(8) fiir § — oo divergiert und die Wellenfunktion endlich bleiben muss folgt d; = 0
und somit finden wir die allgemeine Losung

Ry(r) = {al.fl(kr), r<ro, (L.53)

aKi(ar), r>rg.

Die Wellenfunktion R;(r) sowie die Ableitung R;(r) miissen Stetigkeitsbedingungen bei
r = rq erfiillen, woraus die beiden Bedingungen

alJl(kT'()) = ClKl<O¢’r’0) s (L.54)

arkJ](kro) = cjaK](arp) (L.55)

folgen. Division der beiden Bedingungen eliminiert die Koeffizienten und wir finden die
transzendente Gleichung

J| (kro) B aKl’(ozro)
Ji(kro) Ki(ary)’

welche die Energie der gebundenen Zusténde bestimmt.

(L.56)

Mithilfe der dimensionslosen Grésse {y = /2mVyrg/h sowie e = E/Vj ldsst sich die trans-
zendente Gleichung schreiben als

S HEVTTe) | Koy

—e————".

J(&V1+e) Ki(§ov—e)
Die Gleichung lésst sich numerisch 16sen und liefert das Spektrum der gebundenen Zusténde
fiir —1 < e < 0 als Funktion der dimensionslosen Potentialstéirke &g, siehe Abbildung. Aus
dem Spektrum erkennen wir insbesondere, dass es fiir beliebig kleine &y einen gebundenen
Zustand fiir [ = 0 gibt.

(L.57)

Mithilfe der Asymptotik der Besselfunktionen, Jo(z) ~ 1 — 22/4 und Ko(x) ~ —Inx
fir x ~ 0, sowie Jj(z) ~ —x/2 und K|(z) ~ —1/z folgt fiir {x < 1 die transzendente
Gleichung

Vite —§ovV1+¢€/2 _\/j_l/(fm/je)

1-21+e/4 Y Th(&v—o) (L.58)
__1-ga+eg/4 1
& cn oLt/ (L.60)
&

Im letzten Ausdruck sehen wir, dass fiir g — 0 die rechte Seite der Gleichung gegen 0
geht, sodass € — 0. Somit koénnen wir ¢ < 1 fiir die rechte Seite benutzen und erhalten
€~ _g%e—4/§8 und somit

0

E =~ _ng—‘*/fﬁ . (L.61)
£

Der gebundene Zustand ist fiir {¢ — 0 nur exponentiell schwach gebunden, weshalb er
auch als marginal bezeichnet wird.



Abbildung 1: Die Energien der gebundenen Zustinde ¢ = E;/Vp als Funktion von & mit ¢
(schwarz), €1 (rot), ea (blau), €3 (griin), €4 (gelb), €5 (orange) und €4 (violett).



