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Ubung 1. Rechnen mit Kommutatoren

Lernziel: Die nicht-Kommutierbarkeit von Operatoren gehort zu den grundlegensten Eigenschaf-
ten der Quantenmechanik. Diese Ubung erlaubt den rechnerischen Umgang mit Operatoren zu
vertiefen.

Der Kommutator [A, Bl = AB — BA zweier Operatoren A und B ist linear und antisymmetrisch. Zeige,
dass neben diesen einfachen Regeln auch folgende Eigenschaften gelten:
(a) FEs gilt die Produktregel
[A, BC] = [A, B]C + B[A, C] (1)
und die Jacobi-Identitdt,
[A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0. (2)

Fiir die nichste Teilaufgabe gelte [A, [A, B]] = [B, [A, B]] =

(b) Ermittle induktiv [A, B"] und [A™, B], und zeige damit die Baker-Campbell-Hausdorfl-Formel

A+B A_B [A7B]' (3)

e =ee"e 2

Hinweis: Zeige, dass f(t) = e*e!B die Differentialgleichung % = (A+ B+ t[A, B])f erfillt und
lose diese.

Losung

(a) Kommutatoren ausschreiben. Trivial
(b) Beweis per Induktion. Wir finden fiir die drei ersten Potenzen
[A, B] = [A, B], [A, B?] = 2B[A, B, [A, B = 3B?[A, B (L.1)

und stellen die Behauptung [A, B"] = nB"![A, B] auf. Fiir n = 1,2, 3 ist die Behauptung
offensichtlich erfiillt. Der Schritt n ist gegeben durch

[A,B"] = [A,B"'B] = B" '[A,B] + [A,B"!|B (L.2)
= B" YA, B]+ (n—1)B"'[A, B = nB""![A, B]. (L.3)
Fiir die zweite Beziehung finden wir analog [A", B] = nA"![A, B]. Wir definieren f(t) =

et4e!B und leiten f(t) nach t ab:
df
dt

Wir sollten noch B aus der Zwickmiihle et Be~*4 befreien. Unter Verwendung der bisher
erarbeiteten Relationen finden wir

— Ae tA tB+ tABetB (A+6tAB€_tA)f(t) (L4)

€5 = 3 a5 — 1, B+ fj Can B = fjnA"*Z[A,B] (L5)
n= 0
_ i(m 1)A”(;T1)[A B = thA” [A, B] = tetA[A, B] = t[A, B]e!A
n=0 n=0 (L 6)



und Gleichung (L.4) ldsst sich schreiben als

d
d—J; =(A+ B+ [A,BJt)f(t). (L.7)
Es gilt f(0) = 1 und aufgrund der Voraussetzung [A4, [A, B]] = [B, [4, B]] = 0 verschwindet

auch [A + B, [A, B]] und wir erhalten
F(t) = oMA+B) 32 [A,B] (L.8)

Fir t = 1 erhalt man also

eAeB — ATBo3AB] (L.9)

was nach einer Multiplikation von rechts mit e~ 2Bl das gewiinschte Resultat ergibt.

Ubung 2. Quantenmechanische Operatoren zu physikalischen Observablen

Lernziel: Beim Ubergang zu quantisierten Systemen stellt sich die Frage, welcher quantenme-
chanische Operator einer bestimmten klassischen Observablen entspricht. Ist die Observable
ndmlich aus nicht kommutierenden Grissen zusammengesetzt, ergeben sich unweigerlich Ord-
nungsprobleme. Wir lernen, was der zu einer physikalischen Observable gehdrende Operator
erfillen muss.

Betrachte als Beispiel ein Elektron in einem Festkérper. Die Masse des FElektrons entspricht dann nicht
seiner Ruhemasse im Vakuum, sondern einer effektiven Masse beeinflusst durch das Ionengitter. Im Fall
einer Heterostruktur (z.B. ein Material mit mehreren Schichten GaAs/Al; Gay_, As) wird die Masse m(x)
ortsabhdngig.

(a) Wie sieht der korrekte quantenmechanische Operator fiir die kinetische Energie aus? Weise die
Richtigkeit deiner Behauptung nach, indem du dberprifst, dass der Operator die Voraussetzung
einer physikalischen Observable erfilllt.

Hinweis: Hermitizitdt

Losung Aus den hermitschen Operatoren z und p (die nicht kommutieren) definiert
p[1/2m(x)]p ebenfalls ein hermitscher Operator. Alternative Kombinationen wie z.B. p?[1/2m(x)]
oder [1/2m(z)]p? sind nicht hermitsch und erfiillen deshalb nicht die Voraussetzung um

eine physikalische Observable zu beschreiben.

Bemerkung: Andere nicht-dquivalente Operatoren wie z.B.

éll[mzalc)p2 7’ m%w)} (L.10)

ist auch hermitsch. Die Wahl ist nicht eindeutig' weil die effektive Masse m(x) einer
phdanomenologischen Approximation entspringt.

(b) Mit der effektiven Masse von der Form

m_ x<0
m(e) = { @
my x>0,
bestimme alle Randbedingungen fiir die Wellenfunktion an der Fliche x = 0.

Hinweis: Die Wellenfunktion ist stetig.

0. von Roos, PRB 27, 7547 (1983).



Losung Wir lsen die zeitunabhéngige Schrodingergleichung Hiy = Et, mit H = p[1/2m(x)]p.
Integrieren wir die Gleichung iiber die Grenzschicht hinweg (von —e bis €) finden wir

€ —FL2 —h2 € —h2 —ﬁ2
d _ _ " _ _ =2¢Ep(0), (L.11

/_6 xv[2m(:1c) Vw] 2m(z) vy —  2my (V)+ 2m_ (V¥) By(0), ( )
wobei (V)4 der Gradient von ) bei e darstellt. Im Limes € — 0 verschwindet die rechte
Seite der Gleichung und wir finden (zusétzlich zu ¥4 = ¢ _) die Randbedingung

m4 m_—

(c) Vergleiche nun den Strom bei x = +e. Wird die Grenzfliche geladen?

Lésung Daraus finden wir, dass der Strom

P (V) — (V)] = —

2m_ 2m+

Jo=- WL (V)5 — s (V) 4] = o (L13)

an der Oberfliche stetig ist und sich somit keine Ladungen an dieser Grenzfliche ansam-
meln.

Ubung 3. Zeitentwicklung von Teilchen in Potential

Lernziel: Anhand von einem einfach Beispiel soll geiibt werden, wie man die Zeitentwicklung
eines Teilchens innerhalb der Quantenmechanik berechnet.

Wir betrachten ein Teilchen welches sich fir t < 0 im unendlichen Potentialtopf

\%4
U(x,t=0)
-3 :
0 —-¢<zx<d
— 2 2
V(x) { oo sonst

befindet. Das Teilchen befinde sich im Grundzustand (siehe Kapitel 1.6. im Skript)
U(x,t) = cos(Lw) firt <O.
a

Zum Zeitpunkt t = 0 werde das Potential abgeschaltet. Berechne die Wellenfunktion des Teilchens fiir
t > 0. Das Schlussresutat kann als Integral stehen gelassen werden, d.h., das Integral muss nicht berechnet
werden. [Challenge: Wer kann das Integral analytisch losen? Die oder der Erste der dies schafft soll
sich bei Prof. Blatter im Biiro melden und kann eine Belohnung abholen ;-) |



Lésung Zum Zeitpunkt ¢t > 0 handelt es sich um ein freies Teilchen. Wie im Skript in Kapitel
1.6. gezeigt wird, ist die allgemeine Losung fiir ein freies Teilchen gegeben durch

\I/(.T, t) — / %a(k)ei(kmfwkt)

. 2
wobei wy, = % und

a(k) = /dyllf(y,())e_iky.

In unserem Fall haben wir

a(k) = /dycos(zy)e_iky

_ Qawcos(%)
T2 a2k

Die analytische Berechnung dieses Integrals ist direkt:

a/2

a(k) = / dycos(%y)e_iky
—a/2
a/2

- / dy5 (e + e )en

—a/2
e o) b e )
= % z(gl— )<zelk7a - (—2)62k2a> - Z(Zi—k) ( — el —iei%)}
= % T ikQCos(%) — = ik(—2cos(ka))]

ka1 1 1
:COS(;).g—k Z+k}

T T

= COS(%) a "Ei t 22 }
= o) ]

Damit finden wir

\I'(x,t) _ /Z:a(k)ei(k:p—wkt)

% CLCOS(%{’,) ei(kz—wkt)
m 72 — a2k?

ak
) 2
dk acos(%') illka—21)

P Y3 (L.14)

—00

Dieses Integral ist kompliziert zu 16sen und wird deshalb so stehen gelassen.



Auf der Vorlesungs-Website haben wir ein Applet hochgeladen welches das Integral (L.14) nu-
merisch 16st. Fiir ¢ = 0 vereinfacht sich das Integral. Es ist ein Integral das zwei Pole bei +7/a
hat. Wir kénnen es mit Hilfe des Residuensatzes l6sen indem wir drei Félle unterscheiden:

1. z > §: In diesem Fall schliessen wir unseren Pfad woriiber wir integrieren so dass der

Pol 7/a innerhalb unserer Region liegt welche wir im Gegenuhrzeigersinn umlaufen. Dann
finden wir dass (L.14) = 0 ist.

2. x < —§: Dieser Fall funktioniert analog.

3. —§ <z < §: Hier umlaufen wir einmal den Pol bei 7/a im Gegenuhrzeigersinn und den
Pol bei —m/a im Uhrzeigersinn. Mit Hilfe des Residuensatzes kriegen wir fiir (L.14) einen
Term von der Form exp(in/a)(z + a/2) + exp(—in/a)(x — a/2).

Dies ist alles jedoch nur fir den Spezialfall t = 0 fir ein allgemeines t > 0 ist wie in der
Aufgabenstellung erwdihnt das Integral (1.14) schwierig zu berechnen. Auf der Vorlesungswebsite
haben wir ein Applet hochgeladen welches das Integral numerisch approximiert.

Ubung 4. Hilbert und L? Riume

Lernziel: Der mathematische Raum auf dem der Formalismus der Quantenmechanik aufgebaut
ist ist ein Hilbertraum. Diese Ubung soll ein paar Figenschaften von LP und insbesondere Hil-
bertrdumen repetieren. Wir werden lernen wie man aus einem Vektorraum einen Banachraum
und aus einem Banachraum einen Hilbertraum bekommen kann. FEbenfalls werden wir sehen
dass der Raum L? ein Hilbertraum ist (d.h. es existiert ein Skalarprodukt) wohingegen ein LP
Raum fiir p # 2 nur ein Banachraum ist (d.h. es existiert nur eine Norm).

Sei p € [1,00) eine reelle Zahl und X eine beschrinkte Teilmenge von R™. Wir definieren die folgende
Menge von komplexwertigen Fuktionen

LP(X)={f:X = C sodass /X|f(x)|pdx<oo}. (5)

(a) Zeige dass L'(X) ein Vektorraum ist.

Losung Wir miissen zeigen dass falls f in L'(X) liegt, Af ebenfalls in L'(X) liegt, wobei
A € C. Ebenfalls muss gelten dass falls f und g in L!(X) liegen, dass f + ¢ in L'(X) liegt.
Per Definition von L'(X) folgt

/\)\f(as)|da::\)\]/ f(2)dz < 0o falls |A| < oo
X X

(L.15)
15 +g@lde < [ (5@ -+ lgfa)de < o0
so dass A\f und f + g in L'(X) liegen und L!'(X) Vektorraum ist.?
(b) Benutze die Ungleichung
(s +t)P <207 1(sP 4 ¢P) Vs,t € 0,00) (6)

um zu zeigen dass LP(X) ein Vektorraum ist fiir jedes p > 1.

2Die anderen Bedingungen die fiir einen Vektorraum gelten miissen sind trivial erfiill.



Loésung Die skalare Multiplikativitiit folgt analog zu a). Fiir die Linearkombination ver-
wenden wir die in der Aufgabenstellung gegebene Ungleichung, welche impliziert dass

Pdx x z)|)Pdr < 2°71 x)P z)|P)dx ) < oo .
J 1@+ gapas < [ (@) +lgt)) e <27 ([ (£@P + la@)P)a )<(L16)

Fiir f € LP(X) und p € [1,00) kénnen wir die sogenannte p-Norm definieren als

£l i= ([ 5@y )

Es kann gezeigt werden (freiwillige Zusatzaufgabe) dass (7) eine Norm ist, d.h. sie efiillt die folgenden
Eigenschaften

i) Ikfllp = k[ fllp, VEeC, (absolute Homogenitit)
i) [[f +allp < I fllp + gl (Dreiecksungleichung)
itt) || fllp =0 <= f =0 (fast dberall). (Definitheit)

Zusitzlich kann gezeigt werden (ebenfalls freiwillig) dass LP (X)) ausgestattet mit der p-Norm (7) vollstindig
ist, d.h., es is ein Banachraum. Falls eine Norm in einem Banachraum durch ein Skalarprodukt induziert
werden kann, so heisst der Raum Hilbertraum.

(c) Sei H ein Hilbertraum. Zeige dass das Parallelogrammgesetz gilt, d.h.

I1f+gll* +1f = all* =201F1* + 1glI*), Vg€, (8)

wobei die Norm diejenige ist die vom Skalarprodukt induziert wird, d.h. ||f|| = \/{f, f).

Lésung Per Definition von der induzierten Norm und wegen der Linearitdt des Skalar-
produkts bekommen wir

1+ gl +1f =gl =(f+g.f+9) +{f —g.f —9)
= 2[|f11* + 2l|g]* . (L.17)

(d) Zeige dass LP(X) nur ein Hilbertraum sein kann falls p = 2.
Hinweis: Zeige durch eine clevere Wahl von f und g dass (8) wverletzt ist fiir p # 2.

Losung Eine clevere Wahl ;-) ist die beschrinkte Menge X in zwei disjunkte Teilmengen
X1, X5 aufzuteilen, so dass X = X7 U X5 und X7 N Xy = (). Zusitzlich wihlen wir

1
)= ——— falls ze€ X
f(e) vol(X1) !
z)=0 falls z¢ X
) =0 dlls g X, e
)= —— falls ze€ X
9(z) vol(Xo) ?

glx) =0 fals =z ¢ Xy



wobei vol(X7) das Volumen der Menge X7 und vol(X3) das Volumen der Menge X5 be-

zeichnet. Dann ist
1
fxpdx:/ fxpdx:/ ———dx =1
[ 1r6@) [ p@pae= [ s

1 (L.19)
g(x pdm:/ g(x pdx:/ ————dx=1.
[ o= [ o= [ s
Wir koénnen nun die linke Seite von dem Parallelogrammgesetz ausrechnen als
2
15+l 1 = ol = ([ 170+ otapar)? /u o(x)Pdr)?
2
/u s+ [ lat@)pds)” /u s+ [ lot@pas)?
= 2@ + 2P = (1+ .
(L.20)
Die rechte Seite des Parallelogrammgesetzes ergibt
2071+ llglP?) = 2(1 +1) = 22, (L.21)

Wenn wir nun diese beiden Seiten vergleichen sehen wir dass unterschiedlich sind — es
sei denn p = 2. Da jeder Verktorraum in welchem eine Norm durch ein Skalarprodukt
induziert wird das Parallelogrammgesetz erfiillen muss (siehe c¢)) zeigt dies dass LP(X)
kein Hilbertraum sein kann fiir p # 2.

(e) Zeige dass

- / f(@)g(x) da (9)
X

ein Skalarprodukt in L?(X) ist und bestimme die Norm welche dadurch induziert wird. Bemerke
dass f das komplex konjugierte von f bezeichnet.

Losung Die Eigenschaften vom Skalarprodukt

1. sesquilinear, d.h.

(@) (f1+ f2.9) = (f1.9) +(f2.9)
(b) {fig1+g2) = (f, 01) + (. 92)
(c) (\fi9) = Nf.9)
(d) {f;Ag) = A(f.9)

2. hermitsch, d.h. (f,g) =

3. positiv definit, d.h (f, f
iiberall).

)
0 and (f, f) = 0 dann und nur dann falls f = 0 (fast

(g,
)
folgen direkt aus der Linearidt des Integrals. Deshalb induziert dieses innere Produkt eine

Norm und wir wissen dass wir in einem Banachraum sind — also sind wir sogar in einem
Hilbertraum.



