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Ubung 1. Sokhotski-Plemelj Formel
Es gilt:

I xFie =z . g/m (L.1)
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In Serie 5, Ubung 1 haben wir gezeigt, dass fiir ¢ — 0, e/(n(2? + €2)) — &(z). Es bleibt zu

zeigen, dass der erste Term in (L.1) zum Hauptwert konvergiert. Gegeben eine Test-Funktion f,
kann man schreiben,
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fiir n > 0 beliebig. Fiir ein kleines 7 kann man f(z) im zweiten Term entwickeln als f(z) =
f(0) +xf'(0) + ... ; somit folgt
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Das erste Integral im Klammer ist genau Null, da der Integrand antisymmetrisch ist. Im Limes
€ — 0 verhalten sich die anderen Termen im Klammer schon und divergieren nicht, lassen jedoch
Termen der Ordnung O(7n). Diese Rechnung gilt fiir ein beliebiges (klein genug) 1 > 0; wenn
wir 7 — 0 nehmen, dann bleibt nur das erste Term in (L.3), der die Definition des Cauchyschen
Hauptwert entspricht. Schlussendlich vereinfacht sich (L.1) zu

L _plins) . (L.4)

Die Sokhotski-Plemelj kann man auch so verstehen, indem dass im Limes € — 0 die Integration
auf der reellen Achse iiber die regularisierte Funktion dasselbe ergibt wie die Integration der
nicht-regularisierten Funktion auf einem Weg, der den Pol vermeidet:
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Intuitiv ist der Beitrag zur Integral vom Pol in einer oder der anderer Art beriicksichtigt. (Es
sollen eigentlich jeweils das 1/(z +ie) und 1/z auf eine Test-Funktion angewendet, aber intuitiv
fiir kleines ¢ sieht lokal die Test-Funktion um 0 wie eine Konstante aus.)

Wenn wir das Integral geméss der rechten Seite der Figur durchfiihren, dann finden wir
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Sollte der Nenner 1/(x —ie) im urspriinglichen Integral (auf der linke Seite der Figur) sein, dann
wére der urspriingliche Pol bei z = +ic und wir hétten ein . wéhlen miissen, das unter dem
Pol enlangléuft. Im diesen Fall erhilt man in Gl. (L.5) den Wert (Pi) [f] +imf(0). Wir finden
dann wieder jeweils die Sokhotski-Plemelj Formel,

=P— Find . (L.6)

Ubung 2. Radialteil des Laplace-Operators

(a)

Man rechnet direkt
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Wir merken, dass fiir &« = 1 die zwei letzten Terme verschwinden und es folgt bleibt

"

AR(r) =L (L.8)
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Analog zur vorherigen Teilaufgabe rechnen wir
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Man sieht sofort, dass die beiden letzten Terme nicht gleichzeitig verschwinden kénnen fiir
irgendeine Wahl von «. Der Term proportional zu u’ verschwindet jedoch mit o = 1/2,
d.h. R(t) = “2 und wir finden

=7,
u” u
Mit dem Ansatz R(r) = u(r)//r findet man aus der Besselgleichung (5)
"
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s W'+ (1 - Tz/)u —0. (L.12)

Fiir grosse r vereinfacht sich die Gleichung zu u” 4+ u = 0, sodass die zwei unabhingigen
Losungen v (r > 1) ~ cos(r 4+ ¢g) und u® (r > 1) ~ sin(r 4+ ¢o) mit einer beliebigen
Phase ¢ sind und somit R (7 3> 1) ~ sin(r 4 ¢g) /+/7 und R (1 > 1) ~ cos(r + ¢o) /+/7-
Fiir die beiden unabhiingigen Losungen der Besselfunktionen erster und zweiter Art J,(r)
und Y, (r) ist ¢9 = —(2v + 1)7/4 und somit J,(r > 1) ~ cos(r — vw/2 — w/4)//r und
Yo (r>1) ~sin(r —vn/2 — 7 /4)/\/r.



Ubung 3. 2D Potentialtopf und marginal gebundene Zustéinde

(a) Der Hamiltonoperator in 2D lésst sich einfach in Polarkoordinaten ausdriicken indem man
den Laplaceoperator in Polarkoordinaten ausdriickt:
p2 h2 h2

H _- + V(I‘) — _%AQD + V(T) —

1 1
o (02 + ~0r+ r—gaf,) + V(). (L.13)
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Fiir die Schrodingergleichung H(r, ) = E1(r, @) ist es hilfreich, einen Ansatz i (r, ¢) =
R;(r)el? zu wihlen. Hierbei ist | € Z, damit die Periodizititsbedingung (r, ¢ + 27) =
¥ (r, o) erfiillt ist. Fiir die radiale Wellenfunktion R;(r) ergibt sich die Gleichung

o, 1 12
(—%(a, + 0 = ) = VoO(ro - r)) Rilr) = BR.(7). (L.14)
Fir r < rg finden wir
1 2 2m
2 - - = e =
(aT -0 = 5+ (o + E))Rl(r) 0, (L.15)

was sich mit der Definition k = \/2m(Vy + E)/h, sowie s = kr und R;(r) = fi(kr) schrei-

ben lisst als
(5233 + 58 + (5% — z2)) fils) =0, (L.16)

Dies ist die Bessel-Gleichung, so dass sich die allgemeine Losung als Linearkombination
aus Bessel-Funktionen erster und zweiter Art darstellen lasst, fi(s) = a;Ji(s) + bYi(s). Da
die Wellenfunktion bei s = 0 regulér sein muss und die Bessel-Funktionen zweiter Art Y;(s)
fiir s — 0 divergieren, gilt b = 0. Somit finden wir fiir r < rg die Losung R;(r) = a;J;(kr).
Analog finden wir fiir r > rq

1 >  2mE
2.9 - 4 =
(ar + -0 -5+ )Rl(r) 0, (L.17)
woraus sich mit a = \/2m(—F)/h und der Definition 5 = ar sowie Ry(r) = f;(ar) die
Gleichung
(§2a§ 30 — (4 12)) f(5) =0 (L.18)

ergibt, welche der modifizierten Bessel-Gleichung entspricht. Somit ist die allgemeine Losung
eine Linearkombination der modifizierten Besselfunktionen I;(3) und K;(8) ist, f;(3) =

aKi(8) + diI;(5). Da I;(8) fiir § — oo divergiert und die Wellenfunktion endlich bleiben

muss folgt d; = 0 und somit finden wir die allgemeine Losung

Ru(r) = arJi(kr), T <ro, (L.19)
aKi(ar), r>r.

Die Wellenfunktion R;(r) sowie die Ableitung R;(r) miissen Stetigkeitsbedingungen bei
r = rg erfiilllen, woraus die beiden Bedingungen

arJy(kro) = ¢ Kj(arg) (L.20)

aikJ](kro) = cjaK](arp) (L.21)

folgen. Division der beiden Bedingungen eliminiert die Koeffizienten und wir finden die
transzendente Gleichung

J] (kro) K (aro)

= X N

Jl(kro) Kl(aro)

welche die Energie der gebundenen Zustédnde bestimmt.

(L.22)



(b) Mithilfe der dimensionslosen Grosse {y = /2mVyrg/h sowie e = E/Vj ldsst sich die trans-

zendente Gleichung schreiben als

\/ﬁre‘]ll(&w 1+ ¢) _ \/jeKl/(fm/jE)

Ji(&ov1+€) Ki(éov/—€)

Die Gleichung ldasst sich numerisch 16sen und liefert das Spektrum der gebundenen Zusténde
fiir —1 < € < 0 als Funktion der dimensionslosen Potentialstérke &y, siche Abbildung.

(L.23)
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Abbildung 1: Die Energien der gebundenen Zustinde ¢, = E;/V; als Funktion von & mit ¢
(schwarz), €; (rot), ea (blau), €3 (griin), €4 (gelb), €5 (orange) und €g (violett).

Aus dem Spektrum erkennen wir insbesondere, dass es fiir beliebig kleine &y einen gebun-
denen Zustand fiir [ = 0 gibt.

Mithilfe der Asymptotik der Besselfunktionen, Jo(z) ~ 1 — 2?/4 und Ko(z) ~ —Inz
fir x ~ 0, sowie Jy(x) ~ —z/2 und K|(z) ~ —1/z folgt fiir {x < 1 die transzendente
Gleichung

Vite —&ov1+¢/2 _\/j_l/(§0\/j€)

1—&(1+0/4 ¥ ““inéov/—e) (L.24)
_ 1-80+e9/4 1
@ lbovEa = gu+ea/2 — @l+e/2 (L.25)
& ex —%6_4/[58(1+6)}. (L.26)
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Im letzten Ausdruck sehen wir, dass fiir &g — 0 die rechte Seite der Gleichung gegen 0
geht, sodass € — 0. Somit kénnen wir ¢ < 1 fiir die rechte Seite benutzen und erhalten

2 .
€~ —6%6_4/50 und somit
0

E~ _ng—‘*/i%. (L.27)
€0
Der gebundene Zustand ist fiir £, — 0 nur exponentiell schwach gebunden, weshalb er
auch als marginal bezeichnet wird.



