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Ubung 1. Delta-“Funktion”

(a) Es gelte f(z;) = 0 und f/(x;) # 0 mit ¢ = 1,...,N. D.h. f(x) ist auf den Intervallen
I; = (z;—¢;, mi+e€;) fiir geeignetes ¢; invertierbar. Weiterhin gilt 6(f(z)) = 0 fiir z; ¢ Ui]ilfi.
Damit kann man schreiben
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Damit folgt direkt §(ax) = ﬁé(:ﬁ)

(b) Die Integrale iiber ein endliches Intervall lassen sich einfach 16sen. Fiir a = oo finden wir
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und fiir die zweite Darstellung
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(¢) Die Fouriertransformierte der Delta-Funktion lautet
o
5(k) = / ded(z)e™ 0 =0 =1, (L.6)
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Ausserdem kann man explizit zeigen
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In Aufgabe 1(c)(i) wurde nachgewiesenen, dass diese Lorentz-Kurve (im Limes € — 0)
einer Darstellung der §-Funktion entspricht.

Ubung 2. Entartete und nicht-entartete Operatoren

(a) Es gelte Al¢)) = alyp). Damit folgt
A,B|=0 = ABJp)=BAY)=aBly), (L.11)

Falls |¢) ein nicht-entarteter Eigenvektor von A ist, folgt daraus, dass Bly) ebenfalls
Eigenvektor von A zu Eigenwert a ist. Das heisst B|y) muss proportional zu [¢) sein, also

Blip) = bltp).
Nun sei |¢) ein k-fach entarteter Eigenraum von A zum Eigenwert a. Das heisst man kann
nach GI. L.11 schreiben

k
Blthn) = > Coml|thm) (L.12)
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wobei 1, eine Eigenbasis von A zum Eigenwert a darstellt. Wir bermerken, dass die
Koeffizientenmatrix C' hermitesch ist:

Cam = (Y| Bltn) = (| Bl )" = (| Blgom)* = ¢ (L.13)

Das heisst, es gibt eine unitére Matrix U (UUT = UTU = 1), so dass UTCU = Cp diagonal
ist. Wir behaupten nun: [¢.) = S m = 1¥U?, |,,) sind Eigenfunktionen von A und B.
Fiir A ist dies klar und fiir B gilt

<1/15|BW’T> = n%zm/<wm’|Um’sBUerm> = m’Zm/ Unvs <¢m”B|wm> Unr (L'14)
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In die Riickrichtung lésst sich die Behauptung einfach zeigen: Sei {|¥;)} ein vONS zu A
und B, dann gilt [A,B”\I’Z> = AB’\I/Z> - BA|\IJZ> = CLZbZ|\IfZ> - blaz|\IfZ) =0



Ubung 3. Vollstiindige Orthogonalsysteme

(a)

Aus den periodischen Randbedingungen v (zy) = 1(xo) folgt, dass ekm®N = eiFmzo ynd
somit ky,, - Na = 27m gelten muss, was direkt zu k,, = 27m/L fiihrt. Betrachten wir
kn = 2nN/(Na), erkennen wir, dass fiir unser diskretes System ¢y (zy) = ¥o(zy) gilt,
wie auch allgemeiner Yo 1m(Tn) = ¥ (zy) fiir @ € Z. Somit sind die erlaubten k-Werte
gegeben durch k,, = 27rm/L mit m € {0,1,..., N — 1}. Eine dquivalente Wahl wére auch
me{—N/2,...,0,...,N/2 —1} fiir N gerade. Dies entspricht der 1. Brillouin-Zone.

Wir merken an, dass die Diskretheit der k-Werte aus der endlichen Linge L resultiert, wo-
hingehen die endliche Zahl der erlaubten k-Werte aus der Diskretheit der Gitterpositionen
mit Abstand a resultiert, N = L/a. Dies ist eine wichtige generelle Erkenntnis.

Die gegebene Basis ist orthonormiert, da
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wobei wir eine geometrische Reihe berechnet haben. Da wir periodische Randbedingungen
gewahlt haben, sind die Punkte zg und xn dquivalent und wir miissen sie als einen Punkt
betrachten (und nur {iber einen der beiden summieren). Zudem ist die Basis vollstdndig,
da
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Wie wir in (a) diskutiert haben, folgt die Diskretheit der k-Werte aus der endlichen Linge
L und den periodischen Randbedingungen. Wir betrachten hier wiederum eine endliche
Lénge, sodass die k-Werte wiederum diskret sind mit &, = 27wm/L. Im Grenzwert a — 0
gibt es keine Beschriankung an die k-Werte mehr und deshalb gilt m € Z. Wir wihlen nun
die Basisfunktionen 1, (z) = cexp(ik,,z), wobei wir die Konstante ¢ durch die Normierung
bestimmen. Wir betrachten
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und erkennen, dass die Basisfunktionen fiir ¢ = 1/ V'L orthonormiert sind. Wir zeigen nun
noch die Vollstindigkeit (mit ¢ = 1/v/L) durch
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wobei wir die Poisson-Formel Y €?™*™ = %" §(x + n) benutzt haben.



(¢c) Da nun die periodischen Randbedingungen wegfallen, miissen die k-Werte nicht mehr
diskret sein, sondern kénnen kontinuierlich sein. Aufgrund der Diskretheit des Gitters gibt
es aber wiederum einen maximalen k-Wert kpax = 27/a. Somit finden wir k € [0,27/a)
(oder k € [—7/a,7/a), was der 1. Brillouin-Zone entspricht). Wir betrachten also ¢y (z,,) =
ce’*™n mit Normierungsfaktor ¢. Betrachten wir nun die Orthogonalitit, folgt

(W) = > U (@n) i (an) = [c[? ) eih=kan
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wobei wir die Poisson-Formel sowie das Resultat von Aufgabe 1 (a) benutzt haben. So-
mit sind die Basisfunktionen fiir ¢ = /a/27 auf eine Dirac-Deltafunktion orthonor-

miert. Fiir kontinuierliche k-Werte ist eine Normierung beziiglich einem Kronecker-Delta
tiblicherweise nicht moglich. Die Vollsténdigkeit folgt (mit ¢ = y/a/27) aus

27 /a 2n/a 2r/a ,
/0 A (o o (i) = /0 e dl = |t = 5,
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(d) Fiir ein unendlich ausgedehntes, kontinuierliches System, fallen die beiden Einschrinkungen
an die erlaubten k-Werte von (a) weg und somit sind mogliche Basisfunktionen () =
ce’* Die Orthogonalitit zwischen den Funktionen ist gegeben durch

Wl = [ dovip(@pinte) = o [ dr @07 = omePs(e—k), (L2
wobei wir das Resultat von Aufgabe 1(e) benutzt haben. Somit sind die Basisfunktionen
fiir ¢ = 1/4/27 auf eine Deltafunktion normiert. Die Vollsténdigkeitsbedingung liefert (mit

c=1/v2r)

/Oo dke i (2" )y () = % /Oo dk e*@=2") = §(z — 2/). (L.23)
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Ubung 4. Teilchen im Topf

(a) Die Wellenfunktionen miissen in allen Bereichen die Schrédingergleichung erfiillen. Daraus
finden wir direkt | = vV2mE/h und o = /2m(V — E)/h. Des weiteren miissen sowohl
die Wellenfunktion als auch die Ableitung der Wellenfunktion bei x = —w/2 sowie bei
x = w/2 stetig sein. Daraus finden wir fiir ¢)"

b = ccos(—lw/2), ccos(lw/2) = A, (L.24)
ab = —lesin(—lw/2), —lesin(lw/2) = —aA. (L.25)

Wir erkennen, dass A = b = cos(lw/2)c gilt und finden zudem durch Division der beiden
Gleichungen die transzendente Gleichung
lw «

— = —. L.2
tan 5 ] ( 6)



Analog dazu finden wir fiir ¢/~ die Beziehung A = —b = sin(lw/2)c und die transzendente
Gleichung

lw Q
t—=—— L.27

ot 0 =%, (L.27)
wie bereits in der Vorlesung, vgl. Formel (3.31). Zudem gilt o? + [?> = 2mV/h%. Die bei-
den transzendenten Gleichungen (L.26) und (L.27) bestimmen die Energieeigenwerte E,
der gebundenen Zustédnde. Der unendlich tiefe Topf besitzt ein diskretes Spektrum mit
unendlich vielen gebundenen Zustdnden mit Energien

nn? 9
mit Ey = h?/2mw?. Der endlich tiefe Topf besitzt ein diskretes Spektrum aus gebundenen
Zustéinden FE, < V und ein kontinuierliches Spektrum £ > V. Die Anzahl gebundener
Zustinde npoung ist endlich mit ny,oung > 0. Aus der graphischen Losung der transzenden-
ten Gleichungen (oder aus den Gleichungen selbst) erkennen wir, dass die Anzahl Lésung
bestimmt ist durch npouna = [/ V/Eo/7] mit Ey = h%/2mw?.

Die Energien F,, des endlichen Topfes sind bestimmt durch die transzendenten Gleichungen
(L.26) und (L.27) bzw. mit der Notation aus dem Skript

feot =—n,  Ltang =1, (L.29)
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&+n = 1E, (L.30)

mit { =lw/2=+/E/Ey/2und n = aw/2 = +/(V — E)/Ey/2. Jeder Energie E,, entspricht
eine Losung &, obiger Gleichung mit E, = Ey(2£,)%. Mit &, — nn/2 finden wir das
Spektrum eines unendlich tiefen Topfes wieder.

Fiir V. — oo divergiert die rechte Seite der zweiten transzendenten Gleichung (L.30). Fiir
endliche Losungen &, muss somit das zugehorige n,, divergieren. Aus der ersten Gleichung
(L.29) folgt dadurch als Bedingung fiir die Losungen

cot {an V2%, o, tan §on 41 Vo, 00, (L.31)

woraus wir &, — nm/2 finden und somit E,, — Eyr?n? = E.

Um die Abweichung vom Fall eines unendlichen Topfes zu betrachten, entwickeln wir &, =
£x° — 0&, mit £5° = nm/2. Wir nehmen an, dass ¢, klein ist, sodass wir in Gl. (L.29)
entwickeln kénnen und finden

nm 1

n n R ——— = M. L.32
Entandn ~ - =1) (L.32)

Einsetzen in Gl. (L.30) liefert

9 nw \2 o2 nmw \2 Vo
~ ~— L.
&t (25gn) (&) + (255,) 1By’ (L.33)
woraus folgt, dass

56, ~ nr (L.34)
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Wir merken an, dass die Entwicklung in Gl. (1..32) nur fiir kleine §¢,, giiltig ist und somit,
wie wir aus obiger Gleichung (L.34) erkennen, nur fiir V > n?72Ey = E2°, also nur fiir
tiefe gebundene Zustédnde. In diesem Fall finden wir

0, =nm\/Ey/V. (L.35)
Mit E, = 4Eo€2 folgt fir 6B, = E, — EX

E
SE, ~ —8E\£°66, = An*Egy/ 70 - n? (L.36)

und wir sehen, dass dies fiir tiefe gebundene Zusténde klein ist aufgrund von Ey < V und
proportional zu n? wichst. Somit sind hohere gebundene Zustinde mehr von der endlichen
Potentialtopf-Tiefe beeinflusst als tiefer liegende.

Ein Potentialtopf in 1d hat immer zumindest einen gebundenen Zustand, wie man aus der
graphischen Losung der transzendenten Gleichungen erkennt. Betrachten wir Gl. (L.30)
fiir V. < Ej folgt, dass &, < 1. Somit konnen wir in Gleichung (L.29) entwickeln und
erhalten

n=¢tané ~ &7 (L.37)

Einsetzen in Gl. (L.30) liefert eine quadratische Gleichung

v
2 | 4 €
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fiir £2, woraus wir die Losung
G~ (1+V/Ey—1)/2~ Ve | Ve (L.39)
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sodass die Energie des gebundenen Zustandes By = V. — V.2/4E, folgt. Die Bindungsener-
gie ist somit By — V = —V2/4Ey = —m(wV;)?/2h%. Gemiss Kapitel 3.5 hat ein Delta-
Potential V() = —Vpd(z) einen gebundenen Zustand mit Bindungsenergie —mV;/2h2.
Der Parameter V{; des Delta-Potentials charakterisiert die 'Stérke’ des Potentials und hat
Einheiten Energie - Liange. Im Fall des infinitesimalen Potentialtopfes charakterisiert wV,
die effektive 'Stérke’ des Topfes und die beiden Ausdriicke korrespondieren somit.



