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Ubung 1. Klassische Wirkung
(a) Zur Bestimmung der klassischen Bahnen kann die Euler-Lagrange Gleichung
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verwendet werden. Anschliessend integrieren wir entlang dieser Bahnen um die klassische
Wirkung zu erhalten.

(i) Fir ein freies Teilchen ist die Bewegung wohl bekannt

g(t) = vt + go = %’:t (L.2)
damit ergibt sich die klassische Wirkung zu
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(ii) Die klassische Losung des harmonischer Oszillators lautet

q(t) = Asin(wt + ¢) (L.4)
Die Randbedingungen ergeben ¢ = 0 and A = ¢,/ sin(wtp). Damit ergibt sich die
Wirkung zu
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(iii) Die klassische Losung eines konstanten Kraftfeldes lautet
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wobei C' = 51, + . Damit ergibt sich die Wirkung zu
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(b) Allgemein fiihrt eine (infinitesimale) Variation der Randbedingungen g, — G = q» + dqp
und t, — t, = tp + dtp zu einer infinitesimalen Anderung der klassischen Bahn ¢(t) —
q(t) = q(t) + dq(t). Die Anderung der Wirkung ist nun
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wobei wir benutzt haben, dass die Anderung der Bahn infinitesimal ist. Da die klassische
Bahn die Euler-Lagrange Gleichungen erfiillt, gilt
oL d /oL
dq  dt (aiq)
und somit finden wir 65 = (E)E/aq')éqﬁz + 3to L(qb, Gb, th)-

Betrachten wir uns nun den Fall einer Variation dq, # 0 und dt, = 0 folgt
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wobei wir den konjugierten Impuls py eingefithrt haben. Fiir eine Variation der Bahn mit

dqp = 0 und dtp # 0 (gleicher Endpunkt zu einem spéteren Zeitpunkt) gilt dq(tp) = —dpdty
und somit folgt
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(9, Gb, tb) = Po, (L.10)

Ubung 2. GauBsche Integrale

(a) Einerseits gilt
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R2
Andererseits ergibt direkte Integration unter Verwendung von Polarkoordinaten {r, o}
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Daraus folgt fe_ax2d:v =/7/a.

(b) Der Exponent kann durch quadratische Ergéinzung auf die Form eines Gaufischen Integrals
gebracht werden. Damit ergibt sich
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(¢) Zunichst wird eine beliebige Zeit t. gewihlt, wobei t, < t. < t,. Damit ergibt sich
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Hier wurde die Integration iiber x. unter Verwendung von (b) durchgefiihrt.

[tbaxg - 2(tcaxb + tbcma)xc + tcaxg + tbcmz]}




Ubung 3. Bohr-Sommerfeld Quantisierung (1915)

(a)

Die Wirkungsvarible J(FE) ergibt sich als Oberflachenintegral

J(E) = j{pdq. (L.14)

Eine direkt Integration kann man jedoch vermeiden, da der Phasenraum eine Ellipse mit
2 2.2
dem Rand F = J= + T4 darstellt. Die Wirkvariable

°F  2nE
J(E) = V2mEy| ——m = ==, (L.15)
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entspicht damit der Fliche dieser Ellipse. Aus der Bohr-Sommerfeld Quantisierung folgt

E, = %w(n—i—a) = hw(n + a). (L.16)

Die Amplitude entspricht der Halbachse entlang ¢ und damit

2E, 2h
Ay, = =1/ —(n+a). (L.17)
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Die Periode T' = J(E,)/E, = 27 /w ist nicht von n abhingig.

Die gesamte Phase die ein Teilchen wihrend eines Umlaufs aufnimmt ermittelt sich aus

% fpdq +2(2¢), (L.18)

wobei zwei identische Reflexionen (mit jeweiliger Phasenédnderung 2¢) beriicksichtigt wur-
den. Mit der Quantisierungsbedingung folgt nun sofort

%pdq = h(n — 4¢/2m), (L.19)

und somit @ = —2¢ /7 (bis auf Modulo 1). Aus dem Spektrum des quantenmechanischen
harmonischen Oszillators E,, = hw(n + 1/2) finden wir somit ¢ = /4. Dieser Wert der
Phasenverschiebung lésst sich verallgemeinern fiir alle linearen Potentialwéinde V(z) =
ar +b (a < 00).

Fiir eine unendlich hohe Potentialwand muss die Wellenfunktion auf dem Rand verschwin-
den, also i, + Yout = 0. Da hier 1oy = rifin gilt, folgt daraus r = |r|e? = —1. Somit gilt
fiir eine unendlich hohe Potentialwand ¢ = 7/2.



