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Ubung 1. Drehimpuls und Drehungen

Sei SO(3) durch die 3 x 3 reellen Matrizen R mit RTR = 1 und det(R) = 1 dargestellt. Thre
Lie-Algebra so(3) ist dann durch die antisymmetrischen reellen 3 x 3 Matrizen dargestellt:

0 —Ww3  wWo
s0(3) = {QJ) := | w3 0 —wi||@:= (w1, ws,w3) € R},
—wy Wi 0

Q; = Q(é), é, 1 =1,2,3, die gewohnliche Orthonormalbasis von R3, bildet also eine Basis von
so(3). Es gilt ferner

3
(i) QI) = > wilY und QUNT=GAT, TR,
i=1
(i) [, Q2] = Q3 und zyklisch vertauscht.
Beachte, dass die letzte Bedingung die Lie-Algebra so(3) vollstindig charakterisiert.

(a) Zeige, dass €@ = R(& wt) gilt, wobei R(€,wt) die Drehung um & mit Winkel tw ist,
W=we, le]=1.

d
Bemerke ausserdem, dass %R(é’, wt)|t=0 = Q) .

Betrachte nun den Drehimpuls L=%A p und als Hilbertraum L?(R3). Jede Komponente Lj =

Ekim T Pm = — iR Ekim T Om, k = 1,2,3, ist ein Operator auf L?(R?), wobei €123 = 1 und g,
total antisymmetrisch ist. Dabei haben wir die Einstein’sche Summationskonvention benutzt,
d.h. wir summieren {iber wiederholte Indizes. Definiere Oy := —3 Ly, k =1,2,3 .

(b) Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Ly = LL, d.h. L ist selbstadjungiert,
(ii) [O1,02] = O3 und zyklisch vertauscht, d.h. die O bilden eine Basis von so(3),

(i) en™LZe #¥L = 7+ tw(E A T) + O(t2).

e~ #%L wirkt also auf L%*(R?) als Drehung im Sinn dass (&), = (Z'), wobei [¢') = e*%tw'ihm
/

der gedrehte Zustand bzw. ' = et L g o= itF L oy gedrehte Koordinatenvektor sind. Beachte,

dass 10y =: M} im Skript.

Loésung:

tAF) _ wtR(@)

(a) Wegen der Linearitét von (-) gilt: e
reihe definiert:

. Das Exponential eines Operators ist iiber seine Taylor-

w €) G Wtk
k=1



Angewendet auf € dies ergibt:

wt)® 1 o o
L ey ta@e= ¢

@z Q(e)é + Z
k=2

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, das Q(&)é =

€N &= 0. Der Vektor € ist also ein Eigenvektor von
ewtﬂ(é') 4

e
zum Eigenwert 1. Wihle nun 7,7 € R3, so dass (€, 7, @) eine rechthindige Orthonormalbasis von R3
ist. Dann gilt:

QET=¢eAv=1
Q@*v=eni=—7
und somit
= K > 2k+1 oo ok
“HOr=(1 @O 64y = & (wt) Nra WO g
e U= Jr; k! (€)°)v v+k2:0(2k+1)'( )u+; (2[4:)!( )
N G TV o N () R S _— .
7;:0 (2k)! (=1 U+ZO (261 1) 1(—1)" = cos(wt)¥ + sin(wt)u

was zeigt, dass e“**® eine Drehung um & = wé mit Winkel wt ist.

(b) Die drei Aussagen lassen sich durch einfache Berechnungen zeigen.

() BEs gilt (L)' = (erim z10m)" = Eim Pl @] = €pim 21 pm = Ly, wobei der vorletzte Schritt aus der
Tatsache folgt, dass x; und pn,, selbstadjungiert sind und dass sie vertauschen, sobald | # m gilt.

(ii) Nach Definition ist Or = —€kim 1 Om und somit
[O1, O3] = [£302 — 2203, 103 — x301] = [1203, £301] + [2302, £103] = 2201 — 102 = O3

und analog fiir die anderen Fille.

(iii) Die Taylorentwicklung ergibt fiir die i-te Komponente von &

e%tQ-L T4 67%“3'[‘ = (1 + twkEklml‘lam)l'i(l — twkaklmxlam) + O(tz)

= & + twWrErimT1Omi + O(tQ) =x; + wt(EAT); + O(tQ)

fiir alle ¢ = 1,2, 3, was die Behauptung zeigt.

Ubung 2. Drehungen im Spinraum

Als niichstes betrachten wir den Spinraum C? und die selbstadjungierten unitiren Operatoren
gegeben durch die Pauli-Matrizen

(01 (0 i /10
1=11 0/ 27\ o 3=\ -1/

und definieren & := (01, 09, 03). Fiir einen Spin-1/2 Freiheitsgrad bilden sie eine Darstellung des

—

Spinoperators S, gegeben durch S : a Die Eigenzusténde |2, %) von S3 sind dann (1,0)
bzw. (0,1).

(a) Zeige die folgenden Relationen fiir die Pauli-Matrizen:

(i) ok oy = 01l + ickmom
(ii) (¢-a@)(¢-b) = (@ -b)L +id - (@AD), fiir @,be R,
(iii) [A1, Ag] = As und zyklisch vertauscht, mit Ay = —%ak, k=1,2,3.

Die Ak, k = 1,2,3 bilden also auch eine Basis von s0(3). Im Folgenden méchten wir andeuten,

wie der Operator V(dt) := e~ 5190 — o3t g Drehung im Spinraum zu verstehen ist.



(b) Zeige: V(&5t) = cos(4)1 —i(€- &)sin(%), wobei & =wé, e =1.

(¢) Wir betrachten einen Spin-1/2 Freiheitsgrad, der sich im Eigenzustand |3, 3) von S befindet.
Desweiteren werde eine Drehung um die é1-Achse mit Winkel 7/2 ausgefiihrt. Was ist der
Effekt dieser Drehung auf den Spin?

(d) Wir mochten nun den Effekt einer Drehung im Spinraum auf eine allgemeine Achse 7 be-
trachten. Zeige:

Gt = V(@) (G-7) V(@t) =6 [EE- i) + (il — &€ 1)) cos(wt) + (71 A &) sin(wt)] .

(e) Welchen Effekt hat eine Drehung um 27é auf einen allgemeinen Zustand | 1)?

Losung:

(a) Wieder sind die drei Aussagen leicht iiberpriifbar:
(i) Mit 0';% =1, 0102 = —0201 = ios und zyklisch vertauscht folgt die erste Aussage.

(ii) Mithilfe von (i) berechnen wir

3 3
(&-@) (3 b) = (Z O'kak)(z oiby) Z oroarh =1 Z (Okianby + 1 Z EklmOmakbi)

k.l k=1
ZakkarzZam Z sklmakbl 3)1[+z&’(c?/\5)
k=1
(iii) Nach Definition haben wir [A1, As] = —1[o1,02]. Und mit (i) folgt [01,02] = 2ios. Die zyklischen

Permutationen folgen analog.

(b) Aus der Relation (i) in Teilaufgabe (a) mit @ = b = @ folgt, dass (& - &)? = w*1. Damit erhalten wir

s = (—it@d - F/2)F X (—it@ - F/2 —it@ - 7/2)%F (—it@ - 7/2
o3 :Z( /):Z( /2)%* +Z /2)* (= /2)

— k! = (2k)! (2k + 1)!
= (—itw/2)%F > (—itw 2 2k+1 wt e o . wt
:ILZ((% Z Qk{i-l cos(g)ﬂfz(e-a)sm(?).
k=0 k=0

(c) Unter Verwendung von Teil (b) dieser Aufgabe erhalten wir

)~ 50) - (-5 ()

was ein Eigenvektor von o2 zum Eigenwert —1 ist, d.h. der Spin befindet sich nach der Drehung im Eigenzu-
stand |3, —1) von S,.
(d) Mit Teilaufgabe (b) dieser Aufgabe haben wir

V(cZﬁt)T(&'-ﬁ)V(&}t):(Cos(_—wt)lfi(E-a)sm(_;t))(&'-ﬁ)(cos(%t)ll i(e- J)Sin(%t))

= 6082(3)(6 - 1) 4 sin(wt) (& - (7L A €)) + sinQ(%t)[(E @) (E-7) +i (G- (ENR))(E-E)

— cos?(“1Y(3 - 75) + sin(wt) (7 - (7 A &) + sin?‘(%t)[(c'f @) — (G -7) + (3-8 F - )]
— [COSQ(%t) - sinQ(%t)](&' ) + sin(wt) (& - (7 A &) + QSiHQ(%t)(é' &)@ )
cos(wt) 1—cos(wt)

=G [8E- ) + (7 — &@- 7)) cos(wt) + (7 A &) sin(wt)]




wie behauptet. Wenn man 7 wie folgt ausdriickt,
=7 +7L =¢éE i)+ (i —eE-f))
so gilt fiir einen im 3-dimensionalen Koordinatenraum rotierten Vektor R(&t)7, dass
R(&t)it = é(€- i) + cos(wt) (7l — €(€- 7)) + sin(wt) (7 A €) (1)

d.h. 7’ = R(@t)i.

(e) Unter Verwendung der vorigen Teilaufgabe sehen wir, dass
V(27ré')T(&' M)V (2me) =0 - [ele-n)+ (i—eE-n)) =57

d.h. die Ausrichtung des Spins ist dieselbe wie vor der Drehung um 27€. Hingegen findet man fiir einen
allgemeinen Zustand |¢), dass

V(2r&)[) = (cos(m)1 — isin(m)(& - €))|4) = — )

d.h. eine Drehung um 2x¢ fiithrt auf einen ”geflippten” Zustand. Erst mit einer Drehung um 4x¢é erhélt man
den urspriinglichen Zustand zuriick, eine Konsequenz der Halbzahligkeit des Drehimpulses.

Ubung 3. Tensorprodukte und Singulett- Zustand

(a) Seien V,W und Z drei Hilbertrdume. Verifiziere, dass
VeaWeZ2Ve(WeZ),

d.h. dass die zwei Seiten der Gleichung isomorph sind. Das Tensorprodukt ist also bis auf
Isomorphismus assoziativ.

(b) Es seien V, W zwei 2-dimensionale Hilbertraume mit Basen {vy,v2} C V und {wi,we} C W.
Zeige, dass kein Paar von Vektoren v € V und w € W existiert, so dass

VR W =1 QWi +v2 @ wy. (2)

(c) Ein Beispiel davon ist in einem Spin-1/2 System der antisymmetrische Singulett-Zustand

Wir mochten die Teilsysteme A und B beziiglich einer rotierten Basis |a) := cos(«)|é1) +
sin(a)|éy), |at) := —sin(a)|é1) + cos(a)|éz) messen. Dazu definieren wir noch die Projek-
tionsoperatoren O% 5 := |a){a| — lat)(at|. Zeige nun, dass im Zustand |¢)~) der Operator

1 ® O]g den Wert —1 mit folgender Warscheinlichkeit annimmt:

PrjOg ® Og = —1]jy-y = cos®(a — B).

Losung:

(a) Sind {v;}, {w;} und {zx} jeweils vollstindige orthonormale Systeme von V, W und Z, so definiert die
Abbildung
(vi @W;) @ 2k — 15 Q (W R 2zi)
ein Isopmorphismus, da der Kern der Abbildung nur aus dem Nullvektor besteht, und die VONS per Definition
die jeweiligen Raume vollstéindig aufspannen.



(b) Zwei Vektoren v = Av1 + Aavz € V und w = piwy + powz € W miissten fiir v @ w = v1 ® w1 + v2 @ we das
folgende Gleichungssystem erfiillen:

)\1,[1,1 = 1, )\1/1,2 = 0, )\2/1,1 = 0, )\2/1,2 =0.
Dieses System hat keine Losung.

(c) Wihle | é1)a,B = (é) und | €1)a,B = ((1)) Dann ist | ¢ ~) gegeben durch

)= Stens s -easlann = (b e (V) - () e (1)

0 0 0
SN ES IR LI
V2|0 1 2|l -1)

0 0 0

die gedrehte Basis durch

_ [cos(a) 1, _ (—sin(a)
) = (sin(a)) ’ o) = ( cos(a) ) ’
und der Operator O% ® Og durch

03 ® 0% = (la){al — o™ ) () @ (18)(B] — 187)(6™)

|
= la) (o] ® [B)(B] — la™)(a™ | @ [8)(B] — la){al @ |B-)(B | + o) (| ® [87)(5 ]
= (—|—1)P1 + (—1)P_1 .

Es ist dquivalent, den Operator 0375 ® O% anstatt O% ® Og zu betrachten. Der entsprechende Projektor
P_y, dessen Warscheinlichkeit wir berechnen mdochten, ist also

P_i =|(a— B)"){(a— B)®0)(0] + |a— B){a— Bl @ | 07)(0"]
(i@ -5) —sin(a — cos(a — 1
N ( cos(a — B) ) ( ( B) ( /3)) & (0> (1 0)
cos(a — B) B e 0
* (sin(a - 5)) (cos(a = B) sin(a—p)) ® (J (0 1)

sin®(a — B) 0 —cos(a—fB)sin(fa—p) 0
0 0 0 0
—cos(a— B)sin(a—p5) 0 cos®(a — B) 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 cos®(a — B) 0 cos(a — B)sin(a — )
1o 0 0 0
0 cos(a—B)sin(a—pB) 0 sin?(a — B)
und somit folgt
0
PriO3 @05 = 1]y = ™ [P o) =20 1 -1 0P|
0
cos(a — B) sin(a — ) 0
1 0 cos?(a — B)
_5(0 L -1 0] —cos®(a — B) + 0 ]
0 cos(a — B) sin(a — )
= cos’(a — f8)



