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Ubung 1. Drehimpuls und Drehungen
Sei SO(3) durch die 3 x 3 reellen Matrizen R mit RTR = 1 und det(R) = 1 dargestellt. Thre

Lie-Algebra so(3) ist dann durch die antisymmetrischen reellen 3 x 3 Matrizen dargestellt:
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O :=Q(é), é,i=1,2,3, die gewshnliche Orthonormalbasis von R3, bildet also eine Basis von
so(3). Es gilt ferner
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(i) Q&) = > wifY und QUNT=GAZ, T€R?
i=1
(ii) [, Q2] = Q3 und zyklisch vertauscht.
Beachte, dass die letzte Bedingung die Lie-Algebra so(3) vollstéindig charakterisiert.

(a) Zeige, dass e*¥) = R(& wt) gilt, wobei R(€,wt) die Drehung um & mit Winkel tw ist,
W=we, le]=1.

d
Bemerke ausserdem, dass aR(é', wt)|t=0 = Q) .
Betrachte nun den Drehimpuls L = # A 7 und als Hilbertraum L?(R3). Jede Komponente L =
Ekim T Pm = —ihExim 1 Om, k = 1,2,3, ist ein Operator auf L?(R?), wobei 123 = 1 und ey,
total antisymmetrisch ist. Dabei haben wir die Einstein’sche Summationskonvention benutzt,
d.h. wir summieren iiber wiederholte Indizes. Definiere Oy, := —%Lk, k=1,2,3.

(b) Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Ly = LL, d.h. Ly ist selbstadjungiert,
(ii) [O1,02] = O3 und zyklisch vertauscht, d.h. die O, bilden eine Basis von so(3),

i

(i) ent L Ze il = F + tw(@AT) + O(t2).

e~ 7L wirkt also auf L%*(R?) als Drehung im Sinn dass (&), = (Z'), wobei [¢') = e_%w'ilw

der gedrehte Zustand bzw. £’ = ent@L g o=itdL qor gedrehte Koordinatenvektor sind. Beachte,

dass 1Oy =: M} im Skript.

Ubung 2. Drehungen im Spinraum

Als niichstes betrachten wir den Spinraum C? und die selbstadjungierten unitéiren Operatoren
gegeben durch die Pauli-Matrizen
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und definieren & := (01, 02, 03). Fiir einen Spin-1/2 Freiheitsgrad bilden sie eine Darstellung des
Spinoperators S, gegeben durch § := %&’. Die Eigenzusténde ]%,i%) von S3 sind dann (1,0)
bzw. (0,1).

(a) Zeige die folgenden Relationen fiir die Pauli-Matrizen:
(i) O 0] = 5kl]1 + iEklmUm y
(ii) (7-@)(G-b) = (@-b)1 +iG - (@AD), fiir @,b € R®
(iii) [A1, A2] = A3 und zyklisch vertauscht, mit Ay = —%ak, k=1,2,3.

Die Ay, k = 1,2,3 bilden also auch eine Basis von so(3). Im Folgenden mochten wir andeuten,
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wie der Operator V(dJt) == e 2 =e als Drehung im Spinraum zu verstehen ist.

(b) Zeige: V(&t) = cos(4)1 —i(€- &)sin(%), wobei & =wée, e =1.

(¢) Wir betrachten einen Spin-1/2 Freiheitsgrad, der sich im Eigenzustand |3, ) von S befindet.
Desweiteren werde eine Drehung um die éi-Achse mit Winkel 7/2 ausgefiithrt. Was ist der
Effekt dieser Drehung auf den Spin?

(d) Wir mochten nun den Effekt einer Drehung im Spinraum auf eine allgemeine Achse 7 be-
trachten. Zeige:

it = V(@) (G @) V(@t) =6 [EE- i) + (il — &(&- 1)) cos(wt) + (71 A &) sin(wt)] .

(e) Welchen Effekt hat eine Drehung um 27é auf einen allgemeinen Zustand | 1)?

Ubung 3. Tensorprodukte und Singulett- Zustand

(a) Seien V,W und Z drei Hilbertrdume. Verifiziere, dass
VeW)RZ2Ve(WeZ),

d.h. dass die zwei Seiten der Gleichung isomorph sind. Das Tensorprodukt ist also bis auf
Isomorphismus assoziativ.

(b) Es seien V, W zwei 2-dimensionale Hilbertraume mit Basen {v;,v2} C V und {wi,ws} C W.
Zeige, dass kein Paar von Vektoren v € V und w € W existiert, so dass

VRW =1 QW1+ V2 R ws. (1)

(c) Ein Beispiel davon ist in einem Spin-1/2 System der antisymmetrische Singulett-Zustand

™) == VG
Wir mochten die Teilsysteme A und B beziiglich einer rotierten Basis |a) := cos(a)|el1) +
sin(a)|éa), |at) := —sin(a)|é;) + cos(a)|é2) messen. Dazu definieren wir noch die Projek-
tionsoperatoren O% 5 := |a){a| — lat)(at|. Zeige nun, dass im Zustand [1)~) der Operator

1® Og den Wert —1 mit folgender Warscheinlichkeit annimmt:

Pr{0 ® O = —1]jy-y = cos*(a — f).



