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Ubung 1. Idealer Paramagnet

Wir betrachten N >> 1 unhabhéngige magnetische Momente mit totaler Energie F/, welche unter
FEinfluss eines Magnetisches Feldes H die Werte m; = +m annehmen kénnen. Das System wird
durch folgenden Hamiltonoperator beschrieben
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wobei n = ny —n_ die Differenz zwischen der Anzahl negativer und positiver Momente ist, und
M = nm die totale Magnetisierung des Systems ist.

(a) Zeige, dass die Anzahl Zustinde mit einer gewissen Magnetisierung M = nm durch

N!
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gegeben ist.

(b) Berechne die Entropie S(E,H) = kplog(Q(E, H)). Benutze dafiir die Stirling-Formel
log N! =~ NlogN — N + %log(QwN ) fir N > 1, und vernachlissige Terme der Ordnung
log N.

(¢) Berechne die Temperatur + = (g—g)H und lose fir £ = E(T, H).

(d) Die Magnetisierung ist gegeben durch M = T(g—g) - Leige, dass im Hochtemperaturlimes
kpT > Hm die Magnetisierung M das Curie-Gesetz M = N I,;IT”; erfiillt.

Losung.

(a) Mitn=n4 —n_ und N =nq +n_ gilt ny = NTi" Die Anzahl Zusténde ist gleich die Anzahl Kombina-
tionen von Momente, die dieselbe Magnetisierung geben, dass heisst

N!

QM) = nyln_

(b) Wir benutzen die Stirling-Formel und bekommen

log (M) = log(N!) — log(ny!) — log(n_!)
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%N(logN—l)—N—i_n log Ntn -1 _Non log N-n —1) = Zlog(7*(N* —n?)|.
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Der letzte Term kann vernachlissigt werden, da er ~ log(NN) ist. Wir kénnen dann die Entropie schreiben

s
h S = kplog Q(n) = 2Nkp log(2) — % Kl + %) log<1 + %) + (1 - %) log(l - %)] (L.1)

Durch einsetzen von n = — - ergibt sich S(E, H).

(¢) Wir bekommen direkt
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Inversion liefert £ = —NHm tanh(%) .



(d) Betrachte zuerst
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Wir erhalten dann fiir die Magnetisierung
oS E Hm
M = T(@H) —E—Nmtanh(kB ), (L.2)

und im Hochtemperaturlimes bekommen wir M = N Hm? + O(T"), wie erwartet.
kpT )

Ubung 2. Relazationszeitniherung

Wir betrachten die (kréftefreie) Boltzmann-Gleichung (BG)
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und die Maxwell-Boltzmann Verteilung (MBV)

= m 3/2 _m (5 &
fO(w:"(%kT) e~ s (77", (3)

wobei n, Uy, T die Teilchendichte, bzw. die mittlere Geschwindigkeit und die Temperatur sind.
Dies ist aus

:/d%fo(a), nUO:/d3va0(17), n-;’kT:/d%m@_fO)Qfo(a) (4)

ersichtlich. Die MBV f (%) ist eine Losung der BG, da sowohl (0fy/0t)s = 0 wie D fo = 0 gelten.

Statt Konstanten n, 7y, und T" betrachten wir nun Felder
n =n(Z,t), vo = Vo (%, 1) , T=T(Z1) . (5)

Durch Einsetzen in (3) entsteht eine lokale Mazwell-Boltzmann Verteilung, fo = fo(Z,U,t).

(a) Zeige, dass im allgemeinen fy(Z,,t) keine Losung der BG ist, da (0fy/0t)s = 0 aber
Dfy#0 gelten.
Hinweis: Aquivalent zu (3) und (5) ist log fo = A+B-7+C? mit A = A(%,t), B = B(%,t),
C=0C(Z,t).

Losung. Auch fiir lokalen n, #o und T, ist fo(%, ¥, t) quadratisch in #2. Aus der Definition der MBV folgt
direkt
log fo = A(Z,t) + B(Z,t) - 74 C(Z,1)7°

Damit ist log fo eine Stossinvariante und somit af” =0, als in der Vorlesung gezeigt wurde.
g g g

Betrachte nun Dlog fo. Es ist ein Polynom 3. Grades in ¥, mit hochstem Term
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Keine Zeitentwicklung von C'(Z,t) kann dies zum verschwinden bringen. Somit ist auch Dfy = foDlog fo #
0.



Wir beriicksichtigen nun eine Korrektur g,
f(@0,t) = fo(Z,7,t) + g(Z,7,t) .
Dabei soll g die Felder (5) nicht &ndern
[e@g@nndo=0, fir o@=1757" (6)

Wir linearisieren den Stossterm um fy herum durch den Ansatz (Relaxationszeitniherung)
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wobei 7 die Relaxationszeit ist. Dabei ist g von Ordnung 7.

(b) In erster Ordnung in 7 zeige, dass
g=-71Dfo . (8)
Loésung. Dies folgt direkt aus der Annahme, dass g von der Ordnung 7 ist. Aus unserem Ansatz
D(f() + g) = _g7
T
folgt direkt g = —7D(fo) wenn wir Termen der Ordnung 72 vernachlissigen.

(c) Ziege, dass die Zeitentwicklung der Felder (5) durch die (kréftefreien) Euler-Gleichungen
gegeben ist,

on L
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wobei p = mn und p = nkT die Massendichte und den Druck bezeichnen.
Hinweis: Setze g = —7Dfo in (6) fiir ¢ = 1,v;, 7% explizit ein.

Lésung. In (6) g = —7Dfo einsetzen ergibt
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wobei divF =V . F = 20 4 % + aig ist. Fiir ¢ = 1 erhalten wir aus der Definition (4)

Oxq To ox
on R
0= n + div(ntp).
Firp=v;,1=1,2,3
_ 0 A 0 _ 3
0= &(nvo,z) + kzgl . prn /vlkaod v. (L.3)

Mit v; = vo,; + (vi — vo,;) ist das Integral gleich

0 L
00,00,k /fodgv + /(Uz —v0,7)(ve — Uo,k)fodgv = V0,;V0,kM + gk /(v . v0)2f0d31)

= v0,iV0,kN + OikTn.



Somit lautet (L.3) nach Multiplikation mit n
81)0 i 8,0 a a’Uo i = =3 ap
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P iy, +k:§1 . B (pvo,ivo.x +pdik) = p(=5.= + (To - Vvo) + 5 =
mit Hilfe von 22 + div (ptp) = 0.
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Die letzte Gleichung folgt analog mit ¢ =



