Quantenmechanik I und II
HS 10/FS 11

G.M. Graf
ETH Ziirich

Inhaltsverzeichnis

1 Die friihe Quantentheorie
1.1 Das Plancksche Strahlungsgesetz (1900) . . . . . ... ... ... ... ..
1.2 Licht als Teilchen (Einstein 1905) . . . . . . . . ... .. ... ... ....
1.3 Die Bohrsche Quantenhypothese (1913) . . . . . ... ... ... ... ...
1.4 Die Quantisierung der Wirkung (Sommerfeld 1915) . . . . .. ... .. ..
1.5 Emission und Absorption (Einstein 1917) . . . . . .. .. .. ... ... ..
1.6 Licht als Teilchen (Compton 1922) . . . . ... ... ... ... ......
1.7 Teilchen als Welle (de Broglie 1923) . . . . . . .. .. ... ... ... ...

2 Wellen- und Matrizenmechanik
2.1 Wellenmechanik und Schrodinger-Gleichung . . . . . . . .. .. .. .. ..

2.2 Matrizenmechanik und Heisenberg-Gleichung . . . . . . . . . ... ... ..

3 Die allgemeine Form der Quantenmechanik
3.1 Darstellung im Hilbertraum . . . . . . . .. .. .. ... . 0.,
3.2 Das freie Teilchen . . . . . . .. ..o oo
3.3 Der harmonische Oszillator . . . . . . . . . .. ... .. 00
3.4 Die WKB-Néherung . . . . . . . . ... .

3.5  Symmetrien und Erhaltungssétze . . . . . . . . .. ... 0oL

4 Das Zweikorperproblem
4.1 Schwerpunkts- und Relativbewegung . . . . . . .. .. ... ... ... ..
4.2 Das Wasserstoff-Atom . . . . . . . . ...

11
13
13

15
15
18

22
22
30
31
35
39



5 Streutheorie

5.1 Die Greensche Funktion . . . . .. . ... ... ... L.
5.2 Streuzustdnde . . . . . ..o
5.3 Das optische Theorem . . . . . . . . . . .. .. .. ... . ... ......
5.4 Zerlegung in Partialwellen . . . . . . . . .. ... oo
5.5 Resonanzen . . . . . . ...

6 Néiherungsmethoden

6.1 Storung des Eigenwertproblems . . . . . .. ...
6.2 Variationsmethoden . . . . . . . . . .. ..o
6.3 Das Beispiel Helium . . . . .. . . ... . o

7 Drehimpuls und Spin

7.1 Symmetrien im Hilbertraum . . . . . . ... ... ... 000
7.2 Drehungen . . . . . . . ..
7.3 TIrreduzible Darstellungen . . . . . . . . .. ..o oo
7.4  Einschub: Zusammengesetzte Quantensysteme . . . . . . . .. .. ... ..
7.5 Addition von Drehimpulsen . . . . . ... .. ... 0L
7.6 Die quantenmechanische Drehgruppe SU(2) . . . . ... .. ... ... ..
7.7 Der Spin des Elektrons . . . . . . . .. ..o
7.8 Der Satz von Wigner-Eckart . . . . . . ... ... .00
7.9 Der anomale Zeeman-Effekt . . . . . ... 000000000
7.10 Einschub: Gemischte Zusténde . . . . . . . .. ... ... o0

8 Zeitabhingige Storungsrechnung

8.1 Das Wechselwirkungs-Bild . . . . . ... ... ... ... 0.
8.2 Atomare Uberginge . . . . . . . . .. ... ...
8.3 Die Goldene Regel . . . . . . . . .

9 Quantentheorie der Hohlraumstrahlung
9.1 Das klassische Feld . . . . . . . .. .. ... ... ...

9.2 Quantisierung des Strahlungsfeldes . . . . . . ... .. ... .. ... ..

46
46
47
49
50
ol

55
95
o8
60

64
64
67
69
71
72
73
76
79
80
33

86
36
87
90



9.3 Der Feldoperator . . . . . . . . . . . ...

9.4 Das Atom im Strahlungsfeld . . . . . ... ... ... 000

10 Identische Teilchen
10.1 Die Permutationsgruppe . . . . . . . . . . ..o
10.2 Das Pauli-Prinzip . . . . . . . . . ...

10.3 Unabhéngige Fermionen oder Bosonen . . . . . . . ... .. .. ... ...

11 Das Thomas—Fermi Atom
11.1 Das Atommodell . . . . . . ...
11.2 Die Thomas—Fermi Gleichung . . . . . . . . .. ... .. ... ... ....
11.3 Positive Ionen . . . . . . . ... L

11.4 Das neutrale Atom . . . . . . . . .,

12 Die Hartree—Fock Niherung
12.1 Das Atommodell . . . . . . ...
12.2 Die Hartree-Fock Naherung . . . . . . . . . .. .. ... ... ... . ...
12.3 Die Hartree-Fock Gleichungen . . . . . . . . . .. .. ... .. ... ...

13 Schalenmodell und Periodensystem
13.1 Das Atommodell . . . . . ..
13.2 Konfigurationen . . . . . . . . . ..o
13.3 Multipletts . . . . . . . .
134 Terme . . . . . . Lo

13.5 Begriindung der Hundschen Regeln . . . . . . . ... ... ... ... ...

14 Zweite Quantisierung
14.1 Der Fock-Raum . . . . . . . . . .. ..o
14.2 FErzeugungs- und Vernichtungsoperatoren . . . . . . . . . ... .. .. ...
14.3 Besetzungszahl-Basis . . . . . . . . . ..o
14.4 Observablen in der Fock-Darstellung . . . . . . ... .. ... .. ... ..

14.5 Korrelationsfunktionen fiir Fermionen . . . . . . . . . . . .. ... ... ..

100
100
101
102

106
106
106
108
109

111
111
111
112

115
115
116
118
121
122



14.6 Korrelationsfunktionen fiir Bosonen . . . . . . . . . . .. ... ... 128

15 Quantenstatistik 129
15.1 Zustdnde und Gesamtheiten . . . . . . . .. ... o000 129
15.2 Unabhéngige Teilchen . . . . . . . . .. ... . oo 133
15.3 Ideale Quantengase . . . . . . . . .. ..o 134
15.4 Entartetes Bose-Gas und Bose-Einstein Kondensation . . . . . . .. . . .. 136

16 Zuriick zu den Grundlagen 141
16.1 Das EPR-Paradoxon . . . . . .. .. ... ... .. ... .. 141
16.2 Verborgene Variablen . . . . . . . . . ... oo 142
16.3 Die Bellsche Ungleichung . . . . . . . .. .. ... .. ... .. ... 146
16.4 Quanten Teleportation . . . . . . . . . . .. ... 147

A Anhang: Selbstadjungierte Operatoren 149

B Anhang: Kugelfunktionen 166

C Anhang: Die Methode der stationidren Phase 170

D Anhang: Symmetrien in der Quantenmechanik 172

Literaturhinweise und Index 175

Quantenmechanik I: Abschnitte 1.1-7.7
Quantenmechanik II: Abschnitte 7.8-16.4

Dank gebiihrt Prof. W. Hunziker, auf dessen Skript das vorliegende basiert, z.T. durch
Verwendung des Quelltextes; ferner Herrn I. Lenzo und Frau A. Schultze, sowie weiteren
Mitarbeitern fiir die Textverarbeitung mehrerer Kapitel und Anhénge.

Erste Ausgabe: WS 04/05 (QMI), FS 11 (QMII).



1 Die frithe Quantentheorie

1.1 Das Plancksche Strahlungsgesetz (1900)

Nach klassischer Vorstellung ist ein Teilchen (z.B. ein Elektron oder ein Atom) charakte-
risiert durch Ort und Geschwindigkeit, deren Angabe beliebig genau sein kann; eine Welle
hat eine bestimmte Frequenz und Wellenzahl, oder ist eine Superposition von solchen. Ein
(elementares) Teilchen ist unteilbar und verlduft auf einer Bahn; eine Welle ist teilbar und
die Teile konnen miteinander interferieren. Licht besteht aus elektromagnetischen Wellen
und Materie aus Teilchen. Die beiden wechselwirken miteinander und gelangen, in einem
verspiegelten Hohlraum eingeschlossen, zu einem thermischen Gleichgewicht, das Planck
untersuchte.

Das zunéchst freie elektromagnetische (e.m.) Feld geniigt auf Grund der Maxwell-Gleich-
ungen der Wellengleichung

- 1 9
OF =0 it O0=———-A
o c Ot?
und der Nebenbedingung B
divE =0, (1.1)

(analog fiir E) Der Separationsansatz

fithrt auf L
2 /(WE@) = f(AE()
und weiter )
F=—w?f, —AE= %E (1.2)

fir eine Konstante w? (> 0): Dies sind die Bewegungleichung eines harmonischen Os-
zillators, bzw. die Eigenwertgleichung fiir —A. Auf dem Rand des Hohlraums sollen die
Randbedingungen

OE,
on
ideal leitender Winde gelten. Wéhlt man diesen einfachheitshalber als den Wiirfel 0 <
x; < L, (i=1,2,3), so lauten die Eigenschwingungen

Ez(f) = Ez COS(ICZ'ZL'Z‘) Sin(/{?i+1$i+1) sin(ki+2xi+2) . (13)

Die Randbedingungen (E; = 0 fiir z; = 0,L (j # i); 0E;/Ox; = 0 fir x; = 0, L) sind
erfiillt, falls

Ej=0, =0

ki = —n; , n; ganz, > 0, hochstens ein n; = 0. (1.4)

Mit E = (Ey, By, B3) und k = (ky, ko, ks) verlangt (1.1) E - k = 0: zu jedem k gibt es
zwei linear unabhéngige Eigenschwingungen mit Eigenfrequenzen w = c¢- |k|. Die Zahl der
Eigenschwingungen < w ist nach (1.4) asymptotisch fir w > ¢/L

wL\® VoWl
N(w)=2.-.22. pudedl R
(@)=2-3-3 ( m)

w23 3



fiir grosse w, wobei V = L3, bzw.

AN W

= - (1.5)

w23
Planck stellt sich die Materie vor als bestehend aus Oszillatoren (“Resonatoren”) verschie-
dener Frequenzen wy, welche die sonst unabhéngigen e.m. Schwingungen ins Gleichgewicht
bringen. Er geht dabei in zwei Schritten vor:

i) Die Resonatoren der Frequenz wy werden durch das e.m. Feld angeregt und strahlen
auch zuriick. Das resultierende dynamische Gleichgewicht zwischen mittlerer Energie
der Eigenschwingung, U,, und das Resonators, E,,, ist

Uy = E., - (1.6)

ii) Danach wird E, im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur 7' bestimmt
(und damit auch U,,).

Die Energieverteilung kann dann durch die spektrale Energiedichte u(w,T') beschrieben
werden:

V-u(w, T)dw = U, - dN
ist die Energie aller Moden mit Frequenzen in [w,w + dw); also

w? -

uw(w,T) = —==U, . (1.7)

w
m2c3

—iwt

i) Die Schwingung eines Resonators, be ™", geniigt der Differentialgleichung (Newtonsche
Gleichung) o '
mb + b + mwib = efe ! | (1.8)

falls sie durch eine Schwingung ~ e einer Komponenten £ des elektrischen Felds ange-

regt wird. Dabei sind m, e die Masse, bzw. die Ladung des Resonators und v = e?wg /(67¢?)
ist eine summarische Beschreibung der Strahlungsverluste (s. Elektrodynamik). Also ist

- % e 1
wd—w? — 00 2muwy wy —w — AL
fiir w &~ wy, mit entsprechender (ungestorter) Energie
e€£\2
m m (%)
B (W) = —(w® + wd)|b]* = mwi|b]* = — 2 . 1.9
0((,()) 2(&) +w0)| ‘ mw0| | 4(&)0—&1)24-(%)2 ( )

Sind die Phasen der verschiedenen Moden unkorreliert, so sind ihre Beitrdge (1.9) im
Mittel additiv. Die Gesamtenergie eines Resonators ist damit

By, — /0 By (0)dN(w) = 3VIELP = T,

unter Verwendung von (1.5) und von (z* + a®)~' = Z§(z). Die letzte Gleichung folgt aus
der Tsotropie der Strahlung: 3V[E,, |2 = V|E.,|? = Us,.

2



ii) Folgende Uberlegung, die Planck nicht machte, dringt sich hier auf. Die Wahrschein-
lichkeit, ein Hamiltonsches System mit Phasenkoordinaten p,q in dpdq zu finden, ist bei
der Temperatur 7" nach Boltzmann

w(p, q)dpdg = dedq 7 (1.10)

wobei H die Hamiltonfunktion ist, 8 = (kT)~! die inverse Temperatur, k die Boltzmann-
Konstante und

2(8) = / dpdg o=@ (1.11)

Die mittlere Energie ist damit

E= /dpqu(p, Q)w(p,q) = —%IOgZ(ﬁ) :

Fiir einen 1-dimensionalen harmonischen Oszillator,

2
D 1
H = o + §mw§q2 ,
ist (1.11) ein Gausssches Integral,
2m
Z ﬁ = 5
)= 30,
und damit ]
E===kT (1.12)
/8 Y

was unabhéngig von wy ist. Wendet man dies auf die Resonatoren an und, indirekt iiber
(1.6), auf U,, (oder, wie Rayleigh, direkt auf die Feldoszillatoren (1.2), ohne auf die
Einstellung des Gleichgewichts einzugehen), so folgt aus (1.7)

w2

(Rayleigh 1900, berichtigt durch Jeans 1905). Dieses Verhalten fiihrt auf die Energie pro
Volumeneinheit

/OO u(w, T)dw = o0 ("
(“Ultraviolettkatastrophe”) und 0steht im Widerspruch zum experimentellen Verhalten
u(w,T') o wie KT (1.14)
fiir grosse w (Wien, 1896). Planck folgerte iiber (1.6, 1.7) E,, & we™# und bemerkte, dass

h (damals anders benannt) eine neue Naturkonstante sein musste.

u(w, T) Rayleigh-Jeans

__.._Planck
Wien B

EY



Am 7. Oktober 1900 erfuhr Planck von Messungen, die eine Abweichung vom Wienschen
Gesetz zeigten. Noch am selben Tag dnderte er den Ausdruck fiir £, ab und gelangte so

zum Strahlungsgesetz
w?  hw

U(W,T) = 7_[_203 e% o 1 )

(1.15)

(s. Ubungen fiir Details). Sie interpoliert zwischen (1.13) und (1.14). Aus dem Vergleich
mit der neuen experimentellen Kurve fand er

h=1,04(1,05549) - 107**J - 5,
k=1,34(1,3807)- 10 J.-K!

(in Klammern die heutigen Werte) und auch den damals besten Wert fiir die Avogadro
Zahl

Ny = % = 6,17(6,022) - 10** mol " .

Die grossartigste Bestétigung fand das Plancksche Gesetz (1.15) in der gemessenen Spek-
tralverteilung der kosmischen Hintergrundstrahlung bei 7" = 2, 73K (COBE 1992, WMAP
2003).

Nachtréglich (14. Dez. 1900) begriindet Planck (1.15) so:

“Wir betrachten aber — und dies ist der wesentlichste Punkt der ganzen Berech-
nung — F als zusammengesetzt aus einer ganz bestimmten Anzahl endlicher
Teile und bedienen uns dazu der Naturconstanten h = 6,55 - 10727 [erg: sec].”

(hier ist £ die Energie eines Resonators und h = 27h).

Die gleichen Teile setzt er dann gleich hAwg, d.h. die moglichen Energien eines Resonators

sind quantisiert:
E, =nhwy , (n=0,1,2,...) . (1.16)

Dies bedingt die Ersetzung von (1.10) durch

e~ fnhwo 1

w2 s s

und damit P o
50 B 0
E* aﬁlogz(ﬁ)*egmo_la

was iiber (1.6, 1.7) auf (1.15) fithrt. (s. Ubungen fiir Plancks dquivalente Uberlegung).

Beachte, dass Planck die Feldoszillatoren nicht quantisierte. Als Einstein dies tat (s. un-
ten), erschien ihm der Schritt zu radikal. Umgekehrt beméngelte Einstein, dass die Quan-
tisierungshypothese (1.16) im Widerspruch zum kontinuierlichen Energieaustausch steht,
wie er in (1.8) zum Ausdruck kommt.



1.2 Licht als Teilchen (Einstein 1905)

Der 1. und 2. Hauptsatz der Thermodynamik besagen in knapper Form dU = T'dS — pdV,
d.h.

1 D
dS = —=d —dV 1.17
S T U+ 7V (1.17)

wobei S: Entropie, U: innere Energie, V: Volumen, p: Druck, T Temperatur sich auf
Gleichgewichtszustédnde eines physikalischen Systems beziehen. Diese sollen durch Angabe

zweier Zustandsvariablen, z.B. U und V, bestimmt sein. So legt (1.17) die partiellen
Ableitungen von S(U, V) fest:

95y _ 1 95\ _»p
o), T’ o), T
e Fiir ein ideales Gas aus NN Teilchen ist nach dem idealen Gasgesetz

95 _p _NE
o), T V'

V. 0S
v, OV

also

1% VY
S(U, V)= S(U,Vy) = | —=dV = Nklog V= = klog . (1.18)

Vo

e Ein Oszillator hat nur eine unabhéngige Zustandvariable, z.B. w oder T'. Im Wien-
schen Grenzfall hat ein Feldoszillator der Frequenz w die (mittlere) Energie

u(T) = hwe tF

sodass

/—du———(log%—l) (1.19)

(verwende [logzdx = z(logx — 1); die Wahl der Integrationskonstanten ist unwe-
sentlich).

e Einstein betrachtet als System das e.m. Feld im Hohlraum im Frequenzbereich
[w,w + Aw) (monochromatische Strahlung). Dessen Entropie und Energie sind

S(U, V)= AN -s(u) , U=AN -u,

wobel

die Anzahl Oszillatoren ist. Also, mit (1.19),
kU/AN 23U
=AN- | — Nlog| ———=)—1
SW.V) ( Fuw ) ( o8 (M3AwV> )

S VY = SW) = Ciog L~ klog (K) o

und



Nun vergleicht dies Einstein mit (1.18) und schliesst:

“Monochromatische Strahlung geringer Dichte (innerhalb des Giiltigkeitsbe-
reich der Wienschen Strahlungsformel) verhalt sich in wérmetheoretischer Be-
ziehung so, wie wenn sie aus voneinander unabhéngigen Energiequanten von
der Grosse hw bestiinde.”

Als Gleichung;:
E=hw. (1.20)

Er wendet diesen “heuristichen Gesichtspunkt” an, um “zu untersuchen, ob auch die
Gesetze der Erzeugung und Verwandlung des Lichts so beschaffen sind, wie wenn das Licht
aus derartigen Lichtquanten bestiinde”. Eine Anwendung ist auf den photoelektrischen
Effekt (entdeckt 1887, Hertz).

Beobachtung (Lenard 1902): Die Ener- = '

gie T der emittierten Elektronen hingt Licht der Frequenz w
(monoton wachsend) nur von der Fre- ~
quenz, nicht aber von der Intensitét Metall

der einfallenden Strahlung ab, entge- -

gen der klassischen Vorstellung. Davon Elektronen der
abhingig ist hingegen die Emissionsra- Z kinetischen Energie T'
te.

Deutung (Einstein 1905): ein Lichtquant hw wird an ein einziges Elektron iibergeben,
das dann aus dem Metall mit der Energie

T=hw—W (1.21)

(W: Austrittsarbeit) entweicht. (Erst um 1915 waren die experimentellen Daten gut genug,
um (1.21) zu bestétigen.)

1.3 Die Bohrsche Quantenhypothese (1913)

Atome weisen diskrete Lichtemissionsspektren auf. Fiir das Wasserstoff-Atom gilt die
empirisch hergeleitete Formel

1 1
wnm—R<———), nm=12 ..., n>m, (1.22)

m2  n?
(Balmer 1885, aus den 4 Linien m = 2, n = 3,4,5,6).

Bohr nimmt an (analog zur Planckschen Quantisierung des Resonators, aber gegen klassi-
sche Vorstellungen), dass das Atom nur in Zustédnden mit diskreten Energien E,, existieren
kann. Strahlung (ndhmlich ein Lichtquant) der Frequenz

1
nm:_En_Em
= HE, ~ B,)



wird emittiert beim Ubergang n — m, E,, < E,. (Auch der Ubergang m — n ist
moglich unter Absorption eines Lichtquants gleicher Frequenz.) Mit diesem Ansatz wird
der spektroskopische Befund (1.22) als Energiebilanz erklart. Fiir das H-Atom ergibt sich

1
E,=-Ry—. n=12.. (1.23)

mit Ry = R - h.

Als Modell des Atoms verwendet Bohr das von Rutherford (1911): Ein Elektron (Masse
m, Ladung —e) im Feld eines viel schwereren Kerns (Ladung e), den wir zunéchst als
fest annehmen. Léangs klassischen Bahnen wiirde das Elektron strahlen und so dem Kern
stets naher kommen. Bohr wéhlt die Quantenzustidnde unter den Kreisbahnen (Radius r,
Winkelgeschwindigkeit w, Drehimpuls L, Energie F). Fiir diese gilt

2 2 2
e L e
mrw? = — | L =mr’w, E = - —
2 2
T 2mr T
Daraus folgt
L? me? me?
r=ner Peoapme =T

Nach (1.23) muss L o« n sein. Bohr setzt als Quantenbedingung;:

L, =hn, (n=1,2,...) (1.24)
und findet
h2
= agn? ap = —— (Bohr-Radius) ,
me
1 me*
E, = —-Ry 3 Ry = o (Rydbergkonstante) , (1.25)
2Ry

mit den heutigen Werten
ap = 0,529177-10"%m | Ry = 13,6058 eV .

Beriicksichtigt man die Mitbewegung des Kerns der Masse M, so ist m durch die reduzierte

Masse zu ersetzen; ebenso seine Ladung e durch Ze bei wasserstoffahnlichen ITonen wie

He™; also Ry in (1.25) durch
M

M +m

Die Wahl von % als Proportionalititsfaktor in (1.24) ist zwingend, falls man die Giiltigkeit
der klassischen Strahlungstheorie fiir grosse n fordert: beim Ubergang n — n — 1 soll dann
Licht der klassischen Umlaufsfrequenz w,, ausgestrahlt werden. In der Tat stimmt

ZQ

Ry .

By L 1y 2y

h\(n—12 n2) " 3’ (n — o0)

Wnn—1 =



mit (1.26) iiberein. Spéter (1923) erhebt Bohr dies zum Korrespondenzprinzip: Die
Quantentheorie reproduziert die klassische Physik im Grenzfall grosser Quantenzahlen.

Grosse Erfolge der Bohrschen Theorie waren u.A.:

— Der richtige Wert von R.
— ayp als richtige Grossenordnung der Atome
— Die Erklarung des Verhéltnisses Ry.+ : Ry = 4, 0016.

1.4 Die Quantisierung der Wirkung (Sommerfeld 1915)

Sommerfeld verallgemeinert die Bohrsche Bedingung (1.24). Die Quantisierung der ge-
bundenen Bahnen eines Hamiltonschen System mit einem Freiheitsgrad ist die Quan-
tisierung der Wirkung;:

%pdq = 2mnh = nh , (n=1(0),(+)1,(£)2,...), (1.27)

wobei das Integral sich iiber eine Bahnkurve erstreckt.

Beispiele. 1. Das ebene Pendel (Masse m, A Pe
Lénge [) mit Hamiltonfunktion

2

v _
5l mgl cos ¢ o -

H((P, pip) =

26

hat je eine Bahnkurve bei Energien £ < mgl,
aber je zwei, falls £ > mgl. Nur im zweiten
Fall kann n auch negativ sein.

2. Harmonischer Osrzillator. Die Bahnkurve der Energie

E,
P’ 1 2 2 “Z,)«
om T = __f - VomE
ist eine Ellipse im phasenraum, also 7 AN N N\
! [ \ -
L % q
2E 2 E \\ ~_L-" 2
j{pdq:W\/QmE~ —w()’l:—ﬂ N .
m wWo /2 /muw,
und (1.27) liefert
En = nhwo s

was {iberraschend mit Plancks Postulat (1.16) tibereinstimmt.

3. Ein Teilchen, dass sich frei lings einem Kreis bewegt (Phasenkoordinaten (¢, p,), 0 <
¢ < 2m). Der Drehimpuls p, = L ist erhalten. Also ist

]{pwdgo =2rL

und (1.27) ist (1.24).



Die Bedingung (1.27) lisst sich auf vollsténdig separable Systeme (s. Allgemeine Me-
chanik) mit f Freiheitsgraden erweitern: Solche, fiir welche die zeitunabhéngige Hamilton-
Jacobi Gleichung

oS 08
H{q ....,00/,—,....,— | =E=«
(q o I dq f) !
(H(q, p): Hamiltonfunktion in passenden Koordinaten) eine vollstandige Losung der Form
!
S(Qla"‘aqf7a17"‘7af) - Zsk(qkaah‘"aaf)
k=1
besitzt. Dabei sind (ay, . .., ay) = a Erhaltungsgrossen. Im 2 f-dimensionalen Phasenraum
verlauft die Bewegung auf dem Schnitt von f durch o bestimmte Fléchen
aS Sk
= — = — k=1,... . 1.28
Pk aqk (Q7 a) 8q1<; (Qka Oé) ) ( ’ ) f) ( )

Fiir festes k definiert die Gleichung einen (topologischen) Kreis in der (g, px)-Ebene,
falls die Bewegung beschriankt ist (wie fiir f = 1 die Kreise in der Figur). Die f-
dimensionale Schnittfliche ist deren kartesisches Produkt und somit ein Torus. Die
Sommerfeld-Bedingung ist anwendbar: Sie zeichnet als erlaubt diejenigen Tori (und nicht
spezielle, darin verlaufende Bahnen) aus, fiir welche

Wi(a) == j{pkqu = 2mnih , (ne =0,(£)1,...). (1.29)

firalle k =1,... f, wo py durch (1.28) gegeben ist. Dies bestimmt (ay, . .. a) als Funktion

der ng und insbesondere die moglichen Energien E,, .

Beispiel. Das 2-Kérperproblem (s. Allgemeine Mecha-
nik). Nach Separation der Schwerpunktsbewegung und
Verwendung von Polarkoordinaten (r, 0, ¢) fiir die Rela-
tivbewegung,

€3

T =re. , Z = ré, +roey + r(sin 0)pe,, ,
lautet deren kinetische Energie

T= %(7‘2 +1r20% + 1% sin 09°) |
mit kanonischen Impulsen

Pr=mr, pp = mr26 | Dy = mr?sin® ¢ .

Der Drehimpuls ist

L= mi N &= mr*0é, A& + mr?(sin0)jpé; A&, = poéy, — — 2565
sodass
L-es=p,, L*=p+ : H0
3= Py Po T GnZo (130



Die Hamiltonfunktion lautet

1 v P;
H—%(pf—i———i- '<P2 —|—V(T‘)

r2  r2sin“é

und die Hamilton-Jacobi Gleichung

L5 2105 () o=

ist vollstdndig separabel. Der Ansatz
S = 8,(r) + Sp(0) + Se()

fiihrt auf

95y ’ af‘) o
(89) +sm g~ 0

(%ir) n % =2m(E - V(r)).

Damit kénnen Wy (), (k=r,0,¢), in (1.29) berechnet werden:

Wy(a) = 27ma, |
Oimas o2
Woy(a) =2 /omin:ﬂ—emax i — singﬁde =27m(vp — ) ,
also
(W + W) (1.31)

Tmax a2
= 2/ 2m(E = V(r)) — —2dr . (1.32)
. T

min

Nach Quantisierung der Wirkungen (1.29) sind die erlaubten Drehimpulse und Ener-
gien durch die Quantenzahlen n,,n,, ng bestimmt, s. (1.30, 1.31, 1.32):

E-é’g,zozw:n(p-h,
L? = a2 = [(n, +ne)h)?,
l

E=F5,,

Die Energien héngen nur von zwei (statt 3) Quantenzahlen ab, dafiir kommt jede 27 4 1
mal vor (Entartung), denn |n,| <[ wegen |L-€3| < |L|, also (n,,ng) = (—1,2),...,(l,0).

10



Spezialfall: Wasserstoff-Atom (Kepler-Problem), d.h. V(r) = —e?/r. Dann ist fiir £ < 0
(damit Bahnen gebunden)

Tmax 2me? a2 me?
) =2 \/2mE+ 9dr——27r04 —_),
/7:111111 ( 9 \/ _2mE)

(verwende

Tmax B
fir A, B,C > 0), und damlt

—m, (n:nr+l:1,2,)

Dies stimmt mit (1.23) iiberein. Die Entartung ist nun

[y

n—

(20 +1) =n>. (1.33)

I
=)

Die Entartungen sind Ausdruck von Symmetrien: der Rotationen (Drehimpulserhaltung)
beim 2-Korper-Problem und, dariiber hinaus beim Kepler-Problem, der Erhaltung des
Laplace-Lenz-Vektors.

Auf Systeme, die nicht separabel sind (und dies ist der generische Fall), ist Sommerfelds
Bedingung nicht anwendbar.
1.5 Emission und Absorption (Einstein 1917)

Einstein gibt eine neue Herleitung des Planckschen Gesetzes (1.15). Auch er bestimmt
die spektrale Energiedichte des Strahlungsfelds iiber das Gleichgewicht mit der Materie,
ohne allerdings weder (1.6) noch ein konkretes Modell der Materie, wie die Resonatoren,
zu verwenden. Die Molekiile, die einfachheitshalber alle von derselben Sorte seien, haben
diskrete Energien F,, wobei Entartungen (F, = E,, fiir n # m) erlaubt sind. Jedes
Molekiil kann folgende Ubergiinge eingehen:

e spontane Emission: Ubergang n — m, (£, > E,,) mit

Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit: A,,, . (1.34)

e induzierte Emission, bzw. Absorption in Anwesenheit von Strahlung: Ubergang
n—m, (E, > E,, bzw. E, < E,,) mit

Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit: By, u(wpm) - (1.35)

wobei u(w) die spektrale Energiedichte ist und wy,,, eine durch n und m festgelegte
Frequenz: wpn;m = Wmn-

11



Im thermischen Gleichgewicht (Temperatur T) ist die mittlere Anzahl Molekiile im Zu-
stand E,
—En /KT

Z Y
wobei N deren Gesamtzahl und Z = 7 e /" die sogenannte Zustandsumme ist. Fiir
die Zahl der Molekiile, die pro Zeiteinheit den Ubergang n — m machen, setzt somit
Einstein:

N, =N

W — Ee—En/kT . Bnmu(wnm> -+ Anm s (En > Em) ,
nm Bmt(Wnm) (B, < E,,) .

Im Gleichgewicht ist Wy, = W, also fiir E,, > E,,:

A, <an Bn—Em )—1

u(wnm,T):B 7 ° " -1

(1.36)

mit expliziter T-Abhéngigkeit der rechten Seite! Aus der Wienschen Strahlungsformel
(1.14) folgt deshalb die Bohrsche Frequenzbedingung

E, — FE,, = konst - w,, =: hw,m -

Weiter soll bei festen n, m fiir T — oo das klassische Rayleigh-Jeans Gesetz (1.13) gelten.
Dies verlangt zunéchst u — oo fiir T — oo, also

By = By | (1.37)

und dann weiter

A En—E -1 A k}T w2
e — 1 — = kT .
B, (e ) - B by T2

Daraus folgt die Beziehung

Ap I3

Bpm 23
zwischen spontaner und induzierter Emission und (1.36) wird zum Planckschen Strah-
lungsgesetz (1.15) fir u(wpm, T'). Weil darin alle Molekiileigenschaften entfallen, muss es
fiir beliebige Frequenzen w gelten. Die Berechnung der molekularen Grossen E,,, A, Brm
bleibt der spiteren Quantenmechanik vorbehalten (s. Kap. 9). Zum Vergleich mit ihr ist
es zweckmiissig, die Wahrscheinlichkeit (1.35) fiir induzierte Ubergénge auf die mittlere
Anzahl Lichtquanten U, /Aw in einer Mode der Frequenz w = w,,, zu beziehen, vgl. (1.7),

(1.38)

m}im D
Bnmu(wnm) == Bnm 1203 anm = Bnm ' anm .
Dann vereinfacht sich (1.38) némlich zu

Bemerkenswert ist die Beschreibung (1.34) der spontanen Emission: Selbst im Vakuum
(u=0) gibt es fiir ein Molekiil in einem bestimmten Quantenzustand nur eine Wahr-
scheinlichkeitsaussage fiir das zukiinftige Verhalten. Dieser prinzipielle Verzicht auf
eine (im klassischen Sinn) kausale Dynamik haftet der ganzen Quantentheorie an.

12



In derselben Arbeit erweitert Einstein seine Lichtquantenhypothese (1.20) zu einer relati-
vistisch kovarianten Beziehung zwischen dem 4er-Impuls (E£/c, p) und dem 4er-Wellenvek-

tor (w/c, k),
( Epzc ) N h( wlgc ) o bawe pf = hEE (1.39)

und schliesst somit, dass ein Lichtquant auch einen Impuls 7 = hk mit |k| = w/c trigt.

1.6 Licht als Teilchen (Compton 1922)

Der direkte Nachweis der Wellen-Teilchen Dualitéit des Lichts lieferte Compton. Bei der
Streuung von Rontgenstrahlen an (ruhenden) Elektronen éndert sich der Impuls der Licht-
quanten (Teilcheneigenschaft) und wegen (1.39) die Wellenlédnge A der Strahlung (Wellen-
eigenschaft):

vorher: nachher:

)
co
AN
N N

U

|

%I

|

|

St I
SO

~
Aus der Energie-Impuls Erhaltung
hk* + pt = hE™ + p™*
folgt
4dh 0
N == —sin®-. 1.40
——sin” 5 (1.40)

Rechnung: Das Minkowski-Quadrat von A(K"™ — k#) = p# —p™* ist —h*k*E], = m*c* — ptp),
mit

T S o 0
k“k; = |Kk||K'|(1 — cosf) = 2|k||K'| sin? 3
E L
/ /
P'p, = me— = me(me + hlk| = hlK]) ,
also
—2h2|12||1§'|sin2§ — meh(|K) — |k]) .
Mit A = 27/|k]| folgt (1.40).

1.7 Teilchen als Welle (de Broglie 1923)

De Broglie iibertrégt die Wellen-Teilchen Dualitét von Licht auf Materie: einem Teilchen
mit Impuls p# ist eine Welle (“Materiewelle”) zugeordnet mit Wellenvektor k*, wie in

13



(1.39). Aus p'p, = (E/c)? — p? = m?*c? folgt das Dispersionsgesetz dieser Wellen:

w(k) =c (%)2 + k2.
In nicht-relativistischer Naherung, wo
-9
E(p) = mc + §_m , (1.41)
lautet es , .
w(k) = ﬁ + % : (1.42)

wobei die unterstrichenen Terme der Ruheenergie entsprechen. Nicht relativistisch be-
trachtet kann eine solche Konstante in der Energie E(p) weggelassen werden und ebenso

(siehe spiter) bei der Frequenz w(k).

De Broglie vermutet, dass sich Beugungs- und Interferenzerscheinungen auch mit Teil-
chenstrahlen ergeben.

Beispiel. Doppelspaltexperiment
FEinzelspalt Schirm Doppelspalt Schirm

prad Intensitét el Intensitét

Die Intensitédt beim Doppelspalt ist nicht die Summe der Intensitéten von je einem offenen
Spalt. Die Interferenz deutet darauf hin, dass hingegen Amplituden additiv sind. Das Ex-
periment kann heute mit Elektronen, Neutronen, ja Fulleren-Molekiilen Cgy durchgefiihrt
werden.

Weitere Entwicklungen, auf die wir hier nicht eingehen, waren das Ausschlussprinzip (Pau-
li, 1925), welches mit einem weiteren, 2—wertigen Freiheitsgrad im Zusammenhang steht
(Pauli, 1924); letzterer wurde sodann als Spin des Elektrons gedeutet (Uhlenbeck, Gouds-
mit 1925).

Darauf folgte die moderne Form der Quantenmechanik in der Gestalt der Matrizenmecha-
nik (Heisenberg, dann Born und Jordan, sowie Dirac, alle 1925) und der Wellenmechanik
(Schrodinger 1926), auf die im néchsten Kapitel eingegangen wird.

14



2 Wellen- und Matrizenmechanik

2.1 Wellenmechanik und Schrédinger-Gleichung

Nach de Broglie, s. (1.39), ist einem Teilchen mit Impuls p’ eine Welle (Zustand)

(7)) = eFT . (F=hk)

zugeordnet. Allgemeine Zustédnde ergeben sich durch Superposition

b(#) = (2mh) 2 / PN () dp

(2.1)

(2.2)

Die Zeitentwicklung eines Zustands der Energie E ergibt sich durch Multiplikation mit

et (E = hw) .

Fiir ein freies Teilchen ist £ = E(p) und damit

U(E ) = (2nh) [ TPy

Die Bewegung des Zustands erfiillt

iy = () 5/ [ S EOONE G5

und, falls das Teilchen nicht-relativistisch (1.41) ist,

o h?
ih— = ——A .
ih ot 2m v

Anders gesagt: Dies erhélt man aus (1.42) durch die Substitution

/;—>—iﬁ

w—1

a )

(2.3)

und Anwendung auf ¢(Z,t). (Fiir ebene Wellen el(F=1) Jiefern ja die rechten Seiten (2.3)

die linken.)

Fiir ein nicht freies Teilchen mit klassischer Hamiltonfunktion
9

p =
=Y
2m+V(a:)

liefert (2.3) die Schrédinger-Gleichung

(2.4)

Damit ist H auch quantenmechanisch die Erzeugende der Zeitentwicklung. Fiir Wellen

fester Frequenz,



lautet (2.4)
Ay + —(E V(Z)y=0. (2.5)

Schrodinger (1926) erhielt diese zeitunabhéngige Gleichung als wellenoptische Verallge-
meinerung der Hamilton-Jacobi Gleichung. Hier soll sein Weg skizziert werden: In der
skalaren Wellenoptik ist eine Lichtwelle fester Frequenz o (Z,t) = ¢(Z)e ™" eine Losung
der Gleichung (mit Wellenzahl k(Z) = wn(Z)/c und Brechungsindex n(Z))

A+ k) =0. (2.6)

Sie kann unter Umstédnden (siehe unten) ein Biindel von Lichtstrahlen beschreiben tiber
die Zerlegung .

(&) = A(T)e*
in Amplitude A(Z) und Phase S(Z) (beide reell), und zwar als Schar der Orthogonaltra-
jektorien Z(s) (s: Bogenldnge) der Fléchen konstanter Phase:

di VS
praairR (2.7)
Mit
V(Ae'®) = (VA +iAVS)e! |
A(Ae®) = div V(Ae™) = (AA +14AAS + 2iVA - VS — A(VS)?)el
besagt (2.6) nach Trennung von Real- und Imaginérteil
AA—AVS)? 4+ AK? =0, (2.8)
AAS +2VA-VS=0. (2.9)

Die Strahlenoptik ist eine gute Ndherung in Gebieten, wo die Amplitude A(Z) wenig
variiert iiber eine Wellenldnge 27 /k, oder genauer, wo

AA 9
—| <. (2.10)
Dort wird (2.8) zu
(VS)? = k? (2.11)
und (2.7) zu »
- 7 =
k= k% =VS. (2.12)
Die Gleichung p' = 65 wodurch in der Hamiltonschen Mecha-
nik die Wirkung S ein Biindel von Bahnen beschreibt, steht 5 Wi = T

iiber 7 = Ak in Ubereinstimmung mit (2.12), falls S/ als Pha-
se einer Losung von (2.5) angesetzt wird. Dann wird (2.11) zu

<ﬁs> 2m

=) = ZHE-V(@),

also zur HJ-Gleichung

(VS)*?

+V(@) =E.

16



Schrédinger vollzieht den Ubergang von der Mechanik zur Wellenmechanik auch fiir Ha-
miltonsche Systeme des Typs

H= 59“6 (@)paps + V(q) .

Wir formulieren die Schrodinger Gleichung aber nur fiir N-Teilchensysteme

N -9
Py - o
H = — 4V :
;ka—{_ (xlv 793N)

Die Wellenfunktion ¢ = (74, ..., Zn,t) erfiillt

1h— (i—h Bk L vz, ...,fN))¢, (2.13)

ka

wobei Ay, der gewohnliche Laplace-Operator im R? ist, der nur auf die Variable Z;, wirkt.
Wichtig ist, dass die Wellenfunktion v (q) auf dem Konfigurationsraum des klas-
sischen System lebt, hier dem R3*M. Nur im Fall eines Teilchens kann dieser mit dem
physikalischen R? identifiziert werden. Die Auffassung der Materiewelle als einer Welle im
Raum ist somit nicht haltbar.

Unter (2.4) verhalten sich die Grossen

p(E,1) = [Y|* = A?, (2.14)
. [ — A? o
Nz, t) = —ImyVy = —VS (2.15)
m m
wie eine Dichte, bzw. eine Stromdichte, insofern die Kontinuitédtsgleichung
0
a—f +divy=0 (2.16)
gilt (Nachrechnen; oder: Im zeitabhéngigen Fall (2.4) erhdlt man statt (2.9)
0A

AAS +2VA-VS = —2m—

nach Multiplikation mit A also div (A2VS) = —mdA2?/dt, d.h. (2.16)). In integrierter
Form: d

pd3m——/ 7 da, (QCRY).
Insbesondere ist [, |1(7, t)|*d*x konstant in ¢ (falls ¢ fiir 7] — oo abfillt).

Eine Energieverschiebung V(%) — V(Z) + Ey dndert zwar die Frequenz der Losung, vgl.
(1.42), gemiiss (Z,t) — (&, t)e Fot/h bzw. A — A, S — S — Eyt, was aber ohne
Einfluss auf (2.14, 2.15) bleibt.

Die Deutung der Zusténde ¢ (%) ist statistisch (Born 1926): Man normiere 1 so, dass
V(7)) dPr = 1. (2.17)
R3
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Dann ist p eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h.

| w@pes

ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich das Teilchen in @ C R? befindet. Ebenso, in
Bezug auf (2.13), [ (%1, ..., TN, t)|?d®x, ... d*xx die, die N Teilchen der Reihe nach in
d3xy, ..., d3xn um Fp,..., Ty zu finden.

2.2 Matrizenmechanik und Heisenberg-Gleichung

Nach Sommerfeld, s. (1.27), geniigt das mechanische System mit einem Freiheitsgrad

H:ﬁth()

2m

der Quantisierungsbedingung: Eine gebundene Bahn der Energie E' ist quantentheoretisch

zuléssig, falls
1
E) =
n(E) 21h

eine ganze Zahl (n = 0,1,2,...) ist. Vorderhand betrachten wir beliebige Bahnen; sie
entsprechen reellen n > 0. Es ist

n(E) = % / am(E =V (@))dx

pdx

wobei ax+ = a4 (F) die Umkehrpunkte der Bahn sind. Die Periode ist, mit & = dz/dt,

o d:z: dn
dt =2 =2rh— ,
]{ / / V2E V(@ 75

die Frequenz w = 27 /T also

_1dE
w(n) = o
Funktionen a(p, z) (Observablen) weisen lings der Bahn, a(t) = a(p(t), z(t)), diese Periode
auf und sind folglich Fourierreihen der Form

Z Ay, (n)elmemt (2.18)

wobel
A_n(n)=A,n), (2.19)
falls a reell ist. Ebenso
a(t) =iw(n) Y mAy(n)e™ " (2.20)

Observablen konnen multipliziert werden, c(p,q) = a(p,q)b(p,q), bzw. c(t) = a(t)b(t).
Gruppiert man im Produkt die Terme nach ihrer Frequenz, so resultiert die Faltung

n) =Y Amm(n)Bu(n) . (2.21)
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Insbesondere gilt (2.18) fiir das Dipolmoment d(t) = ex(t), welches in drei Dimensionen
die Ausstrahlung

oo 1 L&
E(rt) = @(rA(r/\d))

(r > A > |7]) bestimmt (vgl. Elektrodynamik): Klassisch strahlt das System in der Bahn
n € R mit der Frequenz w(n) und ihren Oberschwingungen mw(n); quantenmechanisch
(n € N) gemiss der Bohrschen Frequenzbedingung fiir den Ubergang n — n — m:

klassisch — quantenmechanisch
1dE E(n)— E(n—
mw(n) = mf_id_ - Wppem = () h(n m) ) (2.22)

Fiir grosse n, wo d*E/dn? < dE/dn, sind die beiden Ausdriicke annihernd gleich, was
das Korrespondenzprinzip auf S. 8 bekréftigt.

Die Quantisierung des klassischen Systems erfordert nach Heisenberg nicht bloss, dass in
(2.18) die Frequenzen gemaéss (2.22) ersetzt werden, sondern ebenso

An(n) — Appem (2.23)
was fiir die Phasen recht ist, kann fiir die Amplituden nur billig sein. Insgesamt
Am(n)eimw(n)t _ An,n—meiwn’nimt-

Links stehen lauter Eigenschaften der selben Bahn n, unabhingig von m € Z; rechts
Eigenschaften verschiedener Paare von Zustédnden (n,n — m). So ist links die Summe
(2.18) sinnvoll; nicht aber rechts, sozusagen gemiss dem Verbot, Apfel und Birnen zu
addieren (Heisenberg: “nicht ohne Willkiir moglich und deshalb nicht sinnvoll”). Es ist
somit die Gesamtheit

A _ (Ann elwnn/t)nnl

als Matrix aufzufassen. Wodurch ist das Produkt (2.21) zu ersetzen? Nach dem Ritzschen
Kombinationsprinzip ist
Whn! + Wpint = Whpt (224)

und damit e“nntel@nnt = e@nnt ITm Matrixprodukt C' = AB, d.h.

iw //t iw, 1t iw, 7,1t
nn”e n E Ann’e o Bnn”e R

kommt (2.24) zum Tragen (“ergibt sich diese Art der Zusammensetzung nahezu zwangs-
laufig aus der Kombinationsrelation der Frequenzen”).

Im Ubrigen ist die Vorschrift (2.22) nicht eindeutig, denn auf —m angewandt ergibt sie
mw(n) — ~Wnntm = Wnimn 7£ Wnn—m -

Der Unterschied ist aber h~'O(d? E//dn?®) und damit von der selben Ungenauigkeit wie die
Néherung, die der Vorschrift (2.22) zugrundeliegt. Folglich ist auch

Am (TL) - An+m,n
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ebenso passend wie (2.23). Die Anwendung beider Regeln auf die Reellitdtsbedingung
(2.19) liefert eine Gleichung, in der beidseits dasselbe Zustandspaar vorkommt, und zwar

Apmn = Ay s dh A= A"

Die Energie H nimmt unter den Observablen eine Sonderstellung ein, da erhalten. Ihre
Fourierentwicklung ist somit H,,(n) = 0,0£(n) und quantenmechanisch entspricht ihr
nach (2.23) die Diagonalmatrix

Damit ist

At) g = Apgel@nn't = oEOYRY L o=IBOR _ (oiHY/R go=iHRY

kurz
A(t) = P pe=iHU/R (2.26)

Es folgt A(t) = (i/R)e""/"(HA — AH)e /" und somit die Heisenberg-Gleichung: die
Bewegungsgleichung .
i

A(t) -

(H, () 2.27)
einer beliebigen Observablen A(t).

Insbesondere gilt dies fiir den Ort X (¢) und den Impuls P(t), die anstelle der Bahn
(p(t),z(t)) treten:

i i
h h
Nun gilt es die Nabelschnur zur “halbklassischen” Quantentheorie Sommerfelds zu kappen:
wo in (2.25) H noch iiber E(n) durch die Quantisierungsbedingung (1.29) bestimmt ist,
soll neu die Energie durch

X=_-[H,X], P=_[HP. (2.28)

i V(X) (2.29)

2m
gegeben sein, wobei P2 = P-P und V(X)) (z.B. fiir V(x) = az?+ (23) als Matrixprodukte
zu verstehen sind. Die Berechnung der Kommutatoren in (2.28) verlangt schlussendlich
nach jener von (i/h)[P, X].

Letztere wird durch Heisenberg, Born und Jordan wie folgt mit (1.29) in Verbindung
gebracht. Klassisch ist nach (2.18) § a(t)dt = (2 /w(n))Ao(n), also nach (2.20, 2.21)

1 1 I
- = rdt = — P X .
n=g5 pdx o ?{pxdt - mzz_oom m(n) X (n)
Ableitung nach n liefert
1=1 i miP_m(n)Xm(n)
h = dn
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Das Korrespondenzprinzip verlangt X,,(n) — X,imn, Pom(n) — Pnnim; durch Erweite-
rung von (2.22) auf E(n) ~ P, tmXp+mn verwandelt es den Ausdruck in

1
1= ﬁ ;<Pn7n+an+m,n - Pn_man,n—m)

i

h

i

((PX>Tm - (Xp)nn) = A

[P, X -

Die Diagonalelemente von D = (i/h)[P, X] sind damit bestimmt. Insbesondere folgt, dass
die Matrizen P, X nicht von endlicher Ordnung N sein kénnen, denn die Summe iiber
n wiirde N = (i/h)tr [P, X] = 0 liefern. Die Bestimmung von D,,,, (n # n') erfordert
cine zusitzliche Annahme: Die Ahnlichkeit (Dirac) von (i/h)[P, X] zur klassischen Pois-
sonklammer {p, x} und deren Unabhéngigkeit von der Zeit, {p(t), z(t)} = 1, verleiten zu
D = 0. Aus (2.27), also D = (i/h)[H, D], d.h. Dy, = (i/h)(E(n) — E(n')) Dy, folgt so
Dy =0, (n#1n'), da E(n) # E(n'). Insgesamt ist

i

H[P.X)=1. (2.30)
Als Folge davon gilt (s. Ubungen)
i i
LP A= F(X). La(P).X]=g(P)
und die Bewegungsgleichungen (2.28)
. - P

P=-V(X), X=-=—

m

sind formal identisch mit den kanonischen Bewegungsleichungen der klassischen Mechanik.
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3 Die allgemeine Form der Quantenmechanik

3.1 Darstellung im Hilbertraum

Wir fassen die Wellenfunktion ¢(Z) eines Teilchens (zu fester Zeit) auf als ein Vektor
14} im Hilbertraum H = L?*(R?) der quadratintegrierbaren Funktionen mit dem Skalar-
produkt

(Y]¢) = g V(@)p(x) d’e . (3.1)

Er soll (2.17) entsprechend normiert sein. Allgemeiner sind Zusténde eines quantenme-
chanischen Systems Vektoren ¢ eines Hilbertraums H iiber C mit Skalarprodukt (i|¢):
Sie sind stets normiert, d.h.

ll? = (lv) =1, (3.2)

und stellen bis auf die Aquivalenz

) ~ ), (e €R) (3.3)

die Zustiande des Systems dar.

Observablen und Dynamik sind in der Quantenmechanik durch Operatoren dargestellt,
d.h. (etwas ungenau) durch lineare Abbildungen A : H — H. Man schreibt

(o|A[p) := (9l AY) -

Der zu A adjungierte Operator A* : H — 'H ist durch

(0]A™Y) == (Agld) . (|0),|¥) € H) (3.4)

erklart. Den Observablen entsprechen selbstadjungierte Operatoren, A* = A. Wir
illustrieren den Begriff und die Zuordnung anhand eines Beispiels: ein Teilchen in einer
Dimension, also H = L*(R). Das Ereignis P, das Teilchen in  C R zu finden (ja: P =1,
nein: P = 0) ist durch den orthogonalen Projektor P : H — H, (P = P* = P*),

(PY)(x) = Pa(z)v(z) (3.5)

(Pq: charakteristische Funktion von ) gegeben, insofern

WIPI) = [ 3@ Pate)te)ds = [ ()P da
Q
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ist;
e Die Eigenwerte von P, d.h. A = 0, 1, die moglichen Ergebnisse der Messung sind.

e Fiir die entprechenden Eigenvektoren, P|¢) = A|¢), das Ergebnis determini-
stisch ausfillt: (¢|P|y) = 0 oder 1.
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Das Ergebnis der Messung einer physikalischen Grosse (Observable) ist i.A. nicht auf 1, 0
eingeschrinkt, z.B. des Orts z € R des Teilchens. Damit verbunden ist der Ortsoperator
r:H—-H, (z=2a%

z:P(x) — wi(x)

(Multiplikation mit ), im Sinne, dass

(@) = (@lale) = [ alo(o)Pda (3
der Erwartungswert der Messung ist.
Fiir einen allfélligen Eigenvektor |¢),
z(x) = M(z) (3.7)

gilt ¥(z) =0, (x # \), also [¢)) = 0 im Sinne von ¢ € L*(R). Formal hat (3.7) die Lésung
Y(x) = 6(x — N), aber ¢ ¢ L*(R). Bezeichnet man diesen uneigentlichen Zustand zum
Eigenwert A = z mit |z), so ist

U(x) = (zl)

und, vgl. (3.5), (¢|P[Y) = [,, o(x)v(x)dx = [, (d|z)(z|i)dz, also formal

P:/dx|x>(x|. (3.8)
Q
Insbesondere ist

(wla) =da ), [dele)iel =1,

womit die {|x)} eine uneigentliche Orthonormalbasis bilden (Dirac- statt Kronecker-d,
Integral statt Summe).

Das Schwankungsquadrat der Messung,

((Az)%)y = /(w — (2)y)* [ (2)'dz = |[(z = (x)y)V[I* > 0, (@)

ist zwar stets positiv, da z keine Eigenvektoren hat, kann aber durch <' ) x
passende Wahl von 1) € L*(R) beliebig klein gemacht werden. Dies
motiviert die auf dim ’H = oo zugeschnittene Definition:

Das Spektrum o(A) eines selbstadjungierten Operators A : H — H ist erklart durch:

A€ 0(A): <= zu jedem £ > 0 existiert ein Zustand 1., (||1c|| = 1) so, dass
(A= A)e|| <e. (3.9)

Bemerkungen. 1. Ein Eigenwert A liegt vor, falls (3.9) mit e = 0 gilt; folglich liegt er
in 0(A). Ferner ist A € R, da A(¥|¢) = (AY|y) = (Y|AY) = X(]y) wegen A = A*. Es
gilt aber auch o(A) C R (s. Anhang A).

2. Im endlich-dimensionalen Fall, dim H < oo, ist die Einheitskugel {¢) € H|||¢|| = 1}
kompakt, also folgt aus (3.9): ||[(A — A\)9|| = 0 fir ein ¢ € ‘H mit ||| = 1. Also: 0(A) =
{Eigenwerte von A}.
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Fiir den Ortsoperator ist also o(z) = R:
e Das Spektrum von x besteht aus den moglichen Ergebnisse seiner Messung.

Analog fiir den Impulsoperator. Die (uneigentlichen) Eigenzusténde sind nach (2.1)
Yp(x) = (2mh) Y/ 2t/

mit Eigenwert p, aber ¢, ¢ L*(R). Notation: |p). Fiir (2.2) ist

@wxm:=@wm-”{/pém”@QoWw:?%%. (3.10)
Der Operator
i -
ist ebenfalls selbstadjungiert (partielle Integration) und (3.10) besagt
p=F aF, (3.12)

wobei F : L*(R) — L*(R)

MW@zﬁ@z@ﬂwﬂ/wW%wmzww

die Fouriertransformation ist. F ist unitér, ! = F* (Parseval Identitit). Folglich ist
auch o(p) = R und die Zustédnde |p) mit Wellenfunktion ¢, bilden eine uneigentliche
Orthonormalbasis,

{plp") =o(p—7'), /dp p)(pl =1,

Eine allgemeinere, prézise Definition eines uneigentlichen Zustandes wird sich dank des
Spektralsatzes eriibrigen. Trotzdem sei bemerkt: Man kénnte vermuten, dass 1, auch fiir
p € C\ R als einen solchen zugelassen werden sollte, da ja nach wie vor —ih, = pi,,
obschon 9, (x) nun exponentiell wachsend statt beschrinkt ist. Dem ist nicht so, denn
nur fiir py € R stellt 1, eine verniinftige Idealisierung von Zustinden 1, € L*(R) dar:

“Un = " it Y]] M| (0 = po)nll = 0, (n — 00).

Die Verallgemeinerung der Wahrscheinlichkeitsinterpretation auf beliebige Observablen
beruht auf dem Spektralsatz, den wir zunéichst im Fall eines endlich-dimensionalen Zu-
standsraums H in Erinnerung rufen: Selbstadjungerte Operatoren besitzen eine orthonor-
mierte Eigenbasis {¢;},

A‘¢i> = ai’¢i> )
(Pildg) = 04, Z |pi) (| =1,

und damit die Spektraldarstellung

Azzymmmz§jda

aco(A)
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wobei P, = 3., _, |9:)(¢i| = P; = P} der Projektor auf den Eigenraum zum Eigenwert
a ist. Sie ermdglicht, Funktionen von Operatoren zu definieren,

fA) = > fla)P, (3.13)

aco(A)

wobei f : R — C eine Funktion und f(A) : H — H ein Operator ist. Die Zuordnung
f — f(A) hat die Eigenschaften

- Ov/lfl(A> + a?f?(A) ) (aha? € (C) ;

—
£
=
—+

Q
N
<

sowie Stetigkeit bzgl. f, auf die wir nicht néher eingehen.

Die Definition (3.13) besitzt eine Verallgemeinerung auf dim H = oo, und zwar den Spek-
tralsatz:

Satz. Sei A = A*. Dann gibt es eine eindeutige Zuordnung
fr f(A) (3.18)
mit den Eigenschaften (3.14-3.17).

Beweis. s. Anhang A.

Sei nun I C R ein Intervall und Pr(a) dessen charakteristische
Funktion. Dann ist P;(A) ein orthogonaler Projektor, 1

Pr(A) = P(A) = Pr(A)?

(folgt aus (3.15, 3.16)), und fiir disjunkte Intervalle I, I5 gilt
P11UI2 (A) = PII (A) + PI2 (A)
(folgt aus (3.14)). Fir jeden Zustand [¢) € H ist
Wy (I) = ([ Pr(A)[)
ein Wahrscheinlichkeitsmass auf R:
Wy (1) = || Pr(A)p]* = 0

Wy (I Uly) = Wy(l) + Wy(12) , (LNl =9),
Wy(R)=1.

Interpretation. W (I) ist die Wahrscheinlichkeit, dass A im Zustand |¢) einen Messwert
a € [ annimmt. (Dies ist konsistent mit (3.3).)

Insbesondere, wenn A selbst durch einen orthogonalen Projektor P gegeben ist, so ist
(1| Ply) die Wahrscheinlichkeit im Zustand |¢) fiir das Eintreten des Ereignisses, dem P
zugeordnet ist. Dieses ist sicher, genau dann falls P|¢) = [¢).
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Beispiel. Der Projektor P = |¢){p| hat den einfachen Eigenwert 1 mit Eigenvektor |p)
und ist somit dem Ereignis “das System ist im Zustand |p)” zugeordnet, denn genau in
diesem Zustand ist sein Eintreten sicher. Fiir einen beliebigen Zustand [¢) ist

(WIPlY) = [(pl)]?
die Wahrscheinlichkeit, es in |¢) zu finden.
Fiir beliebige Observablen A ergeben sich aus obiger Interpretation einige Folgerungen:

Erwartungswert. Die Wahrscheinlichkeit eines Messwerts in (A, A + dA] ist dW,((—oo0,
A]). Der Erwartungswert von A im Zustand 1) folglich

(), = / AW, ((—00, X]) = (6| AJ4) | (3.19)

da [ AdP_c(x) =z, vgl. (3.14, 3.17).

Beispiel. Fiir den Ortsoperator x ist f(z) Multiplikation mit der Funktion f(z); somit
ist Py(z) identisch mit (3.5, 3.8). Fiir den Impulsoperator p ist nach (3.12)

fp)=F f@F, dh fp)im) = fp)d)
bzw.

(F(p))(x) = (2mh) 2 / ) (p)dp (3.20)

Das Ereignis, dass der Messwert des Impuls p in [ liegt, hat die Wahrscheinlichkeit

WP ()| = / 10(p)Pdp

Messwerte. Allgemein sind nun A € o(A) die moglichen Messwerte der Observablen A:

AE U(A) s P()\_57)\+8)(A) 7é 0, Ve >0 , (3.21)
also: <= VeI, (||| = 1) mit Wy (A —e,A+¢)>0.

Zum Beweis bemerken wir zunsichst, dass
f>g=f(4)>g(4).
Dies folgt aus dem Spezialfall g = 0 (also f = (v/F)? > 0), der seinerseits aus
WIFA)) = @A) F2A)) = (2 (A1 2 (A)) = 0

folgt.
<: Dann gibt es einen Zustand [¢).) mit Po_c xie)(A)[¢0:) = [¥0:). Aus (x—X)*Po_cape) (@)
< &2 folgt

1A = Mell® = (Wel(A = A)?[e) < *(el¥le)
also A € o(A) nach (3.9).
=: Aus P :pie)(A) = 0 fiir ein € > 0 folgt [¢) = (1 — Pia—ese)(A))|0) fiir alle [).
Wegen (x — )\)2(1 — Po—epqte) (x)) > 62(1 — P,\_E,,\ﬁ)(a:)) folgt nun

1(A = N9 )* > |y
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fiir alle |¢), also A ¢ o(A).

Schwankungsquadrat und Unschérferelation. Das mittlere Schwankungsquadrat ei-
ner Observablen A im Zustand 1 ist gegeben als

(AA))y = (A= (A)y)%)y = (A = (A))¥I* = (A%)y — (A)] .

Somit ist
(AA)?), =0 <= AYp =)\ : (3.22)

Die Eigenzustdnde von A sind gerade diejenigen Zusténde, in denen A mit Sicherheit
(Schwankung Null) einen bestimmten Wert annimmt, ndmlich den entsprechenden Eigen-
wert.

Zwei Observablen A, B haben in der Regel keinen gemeinsamen Eigenvektor, d.h. es gibt
keinen Zustand des Systems, in dem A und B scharfe Werte annehmen. Ein quantitativer
Ausdruck hierfiir ist die Unschérferelation (Heisenberg 1925):

(AA)){(AB)")y = <[4, Bl)ul” - (3.23)

N

Beweis. Aus [(¢[¢)] < [|[[[¢]| folgt

[(VI[A, Bl)| = [(A¢|BY) — (B[ Ay)| < 2| Ay ||| B -

Quadriere und ersetze A — A—(A), , B — B—(B)y (also [A, B] — [A, B]); es resultiert
(3.23).

Bemerkung. Der Beweis beinhaltet zwei Ungleichungen: die Cauchy-Schwarz Unglei-
chung und die Dreicksungleichung in der Form |z — z| < 2|z|. Gleichheit gilt wenn ¢,
Y linear abhéngig sind, bzw. wenn z rein imaginir ist. Daraus folgt: In (3.23) herrscht
Gleichheit, genau dann falls

a(A—a)p+B(B—-by=0 (3.24)
mit (a, 3) # (0,0) und af rein imaginér; dann ist a = (A), und b = (B)y.
Beispiel. Auf H = L?(R?) sind

zy P(x) = xp(x) ; prY(x) — ?aa—fk (3.25)
die Komponenten von Ort und Impuls. Es gilt
i[pr, 2] = how
und damit )
(B (an)?) > (3.26)

Im analogen 1-dimensionalen Fall, {(Ap)?)((Ax)?) > k?/4, ist das Produkt der Schwan-
kungen minimal genau fiir die Zusténde

¢($) — ./ geiax/he—c’(x—b)2/2
™
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mit C' > 0. Dies sind in der Tat bis auf die Normierung die Losungen der Differentialglei-
chung (3.24) mit A = p, B = x. Der Zusatzbedingung entspricht C' reell.

Priaparation der Zustinde. Die allgemeine Interpretation der Quantenmechanik auf
S. 25 setzt eine konkrete Zuordnung zwischen physikalischen Observablen und selbstad-
jungierten Operatoren voraus, wie sie in den vorangehenden Beispielen zum Ausdruck
kommt; grundsétzlich auch eine ebensolche fiir Ziistande. Letztere kann aber auf erstere
zuriickgefiithrt werden mittels der Vorschrift (im einfachsten Fall): Liefert die Messung von
A den einfachen Eigenwert )\, so ist unmittelbar danach dessen Eigenvektor der Zustand
des Systems. (Dies ist konsistent mit (3.3).)

Dynamik. Die Bewegungsgleichung ist die Schrodinger-Gleichung in der allgemeinen

Form y
ih% = Hly) , (H=H"), (3.27)

geschrieben als gewohnliche Differentialgleichung fiir die vektorwertige Funktion ¢ —
|¢y) € H. Der Operator H heisst Hamiltonoperator.

Beispiele. 1. Ein Teilchen im Potential V' (z) (vgl. (2.4)):

p? L p?
H=2 +v=N"L vy 2
o + 2 Sy + V(&) (3.28)

mit zy, pr wie in (3.25). Die iiber die Vorschrift (3.25) erzielte Ubersetzung “Hamilton-
funktion — Hamiltonoperator” heisst kanonische Quantisierung.

2. N-Teilchensystem (2.13):
Pi vz, Ty) (3.29)

auf L?(R3N). Hier indiziert k = 1,..., N die Teilchen, entsprechend wirkt p? = —h?A,,
auf die Variable 7}, € R® in (74, ..., 7Tn).

3. Ein Teilchen der Ladung e im elektromagnetischen Feld:

1 -
= 5 (P =A@ )" + el 1) ant L(R) (3.30)

entsteht wie (3.28) und (3.29) durch kanonische Quantisierung der klassischen Hamilton-
funktion, wobei die elektromagnetischen Potentiale A (Z,t) und ¢(Z,t) wieder als Multi-
plikationsoperatoren aufzufassen sind. Falls das dussere Feld von ¢ abhéngt, ist das System
nicht autonom. Bekanntlich (vgl. Elektrodynamik) bleiben die elektromagnetischen Felder
unverdndert unter Eichtransformationen

10 P

pop=p--28, A A=A+,

c ot
mit einer beliebigen Funktion x = x(&,t); nicht aber der Hamiltonoperator, H — H’,
noch der Zustand. Hingegen erfiillt

Y (T, 1) = X@D/hey, (7 1) (3.31)
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die Schrodinger-Gleichung mit Hamiltonoperator H'. Dies folgt aus

. 0 , 0
—iex/hc ih— — 1\ piex/he ih— —
e iy — e Tor (3.32)
—ie S €T e - &r
o x/ﬁC(p_E ’)e X/ﬁc:p—EA ;

wie in der klassischen Mechanik ist m@ = 5 — (e/c)A eichinvariant.

Allgemein wird die Dynamik eines autonomen Systems (H in (3.27) unabhéngig von t)
beschrieben durch den Propagator (Losungsabbildung)

Ut):H—H, o (3.33)

von (3.27), die den (beliebigen) Anfangszustand v in den Zustand zur Zeit ¢ abbildet.
Die Operatoren U(t) bilden eine 1-parametrige Gruppe (U(0) = 1, U(t)U(s) = U(t + s)),
die wegen

d i
o) = 2 [(Hodw) = (0 He)]) =0

(benutze H = H*) unitar ist: (U(t)¢o|U(t)ho) = (@|tr) = (do|t). Die Gruppe geniigt
der Differentialgleichung

ihdlé—it) = HU(t), (3.34)
deren Losung .
Ut) = e HYR (3.35)

ist. Im Fall dim’H < oo ist dies iiber die Exponentialreihe erklart; ansonsten und allge-
meiner iiber den Spektralsatz (3.18). Umgekehrt hat jede 1-parametrige unitdre Gruppe
U(t) eine selbstadjungierte Erzeugende (Satz von Stone).

Fiir nicht—-autonome Systeme tritt anstelle von U(t) eine 2-parametrige unitére Schar
U(t,s) : s — 1y, die den (beliebigen) Zustand zur Zeit s in den Zustand zur Zeit ¢
abbildet. Entsprechend ist dann U(t,t) = 1, U(t,r)U(r,s) = U(t, s).

Bilder. Erwartungswerte verdndern sich im Laufe der Zeit geméss
(e | Aje Ty = ([P AT M) = (A), (3.:36)

In der Schreibweise links findet wie in (3.33) eine zeitliche Entwicklung der Zusténde statt,
Y — e /M) (Schrédinger-Bild). In jener rechts findet wie in (2.26) eine der Obser-
vablen statt, A(t) = eflt/" Ae=iH/" (Heisenberg-Bild) und die Bewegungsgleichung ist
(2.27).

Fiir die Erwartungswerte selbst gilt

d i

—(A); =(=|H,A]), .
dt < >t < h[ ) ]>t

Instruktiv ist das Beispiel (3.28) des Teilchens im Kraftfeld F(Z,t) = —VV (&, t):
d 1 i, 1
A AV i
d i
%@k% = <ﬁ[vypk]>t = (Fi): -

<pk>t ’
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Ist nun V(#,t) ein Polynom in 2 vom Grad < 2 (Beispiele: freies Teilchen, homogenes Feld,
harmonischer Oszillator), so ist F(Z,t) (affin) linear in Z und deshalb (F,), = Fi.((z), t).
Dann erfiillen die Erwartungswerte von Ort und Impuls exakt die klassischen Bewegungs-
gleichungen! Néherungsweise gilt dies, solange die Welle 1(Z, t) in Gebieten lokalisiert ist,
in denen F(Z,t) annihernd linear verliuft.

Die Aquivalenz der beiden Bilder ist aus (3.36) offensichtlich. Allgemeiner ist die Dar-
stellung eines quantenmechanischen Systems nur bis auf unitire Aquivalenz eindeutig:
Unter einer unitéren Abbildung U : H — H, bei der Zustéinde und Observablen gemiiss
Y — Uy, A — UAU* transformieren, bleiben die physikalischen Aussagen dieselben.
Speziell entspricht (3.35) dem Ubergang vom Heisenberg- zum Schrédinger-Bild.

3.2 Das freie Teilchen

Die Schrodinger-Gleichung des freien Teilchens

ot 2m

(mit ¢ (¢) € L*(R3)) 16st man am einfachsten iiber Fouriertransformation, vgl. (3.20),

Y(Z,0) B(E.1)
v ~t

e Multiplikation ~

¢(p, v mit e—iF2t/2mn (p7 t)

d.h.:
(@, 1) = (2mh) =2 / e PTG (5, 0)d"p

— [y n [ @ n i) (3.37)

g(ffgvt)

mit k = p/h (Faltung). Mit

/ei(E~f—aE2)d3k — /e_ia(E+§l)2d3]€ .ei%

.

-~

(\a|—1/2 e e—i(sgna)32d8>3

und dem bedingt konvergenten (Fresnel-)Integral

/ e ds = /Tt T (3.38)

o0

(Beweis s. Anhang C) findet man

m )3/2 - ma?

231
) = otV
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Fiir integrable |1 (¢, 0)| folgt damit aus (3.37)

(2, t)| < sup|g z,t)| /|¢ 0)|d®y < konst - [t|~%/2
fiir alle 7: das Wellenpaket (7, t) zerfliesst. Dies ist ein weiteres Anzeichen, dass |¢(7, t)|?
nicht etwa als Massendichte eines ausgedehnten Teilchens, sondern (vgl. (2.14)) als Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir das Auffinden bei ¥ (zur Zeit t) eines punktférmigen Teilchens
aufzufassen ist.

Fiir grosse ¢ lisst sich (3.37) in fithrender Ordnung ausrechnen: mit v/it = S |t| ist

_ imi2 m 3/2 o 7i7n:i’-” i7n”2 .
w(@.t) = oH () ean o [ G w0ty
14+0(y2/hit)

a2 3/2 ~
= o5 (M5 0) 4 0y

gleichmiissig in 7, falls 57?1 (7, 0)| integrabel ist. Darin kommt der Zusammenhang von
(3.37) zur klassischen freien Bewegung

— — | O — —
7(t) = 7(0) + ]%t ., p(t) =p(0)
zum Ausdruck: fiir letztere ist
(1) .
mT t—> P(O) )

fiir erstere ist die Wahrscheinlichkeit, mZ'/t in G C R3 zu finden, gleich

w=[ e \d%—»/w 0)12dp .

mI t—o00
T EG

d.h. fiir grosse ¢t durch die Impulsverteilung im Anfangszustand gegeben.

3.3 Der harmonische Oszillator

Die klassische Hamiltonfunktion des 1-dimensionalen Oszillators

2
p L,

H=— 4+ -
2m+2fx

vereinfacht sich nach der kanonischen Transformation

r — ch ) p— (fm)l/4p

zu

H = g(p2+x2) :

wobei w = 4/ f/m die Oszillatorfrequenz ist. Die Bahnen sind dann Kreise im Phasenraum:
x(t) +ip(t) = (x(0) +ip(0))e " . (3.39)
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Quantenmechanisch lautet der Hamiltonoperator nach kanonischer Quantisierung

d? hw, d?

dr2 x2):__

H=2(-h2— 2(d—52

2
; )

bzgl. der dimensionslosen Variablen & = x/v/A (oder direkt € = vwmh=Lxz bzgl. der ersten

Variablen z). Niitzlich erweisen sich die Operatoren (Dirac)

1 1 d
a=——(x+1 — (€ + Vernichtungsoperator) ,
oo+ i) = f@ d£> ( gsoperator)
* ! (x —ip) = —(& ) (Erzeugungsoperator)
at = —(x—1 (£ - — _
0 = 6 SHIETP
Damit ist
1.d
* e o —|— —= 1
1 d> d
N:=daa=-(& - — —[—
a*a 2(5 E [d€7§]),
—1
1
H = fu,u(N+ 5)
Fiir die Eigenwerte E von H gilt damit
1
E = hw(n+ 5) , (3.40)

wobei n ein Eigenwert von N ist. Wir zeigen gleich: dies sind genau die Zahlen

neN. (3.41)

Folglich ist Ey = hw/2 die Energie des Grundzustands n = 0 (Nullpunktsenergie).
Zunéchst ist n > 0, denn aus N|y) = n|y) folgt

nll9l* = (WINY) = [lav[|* > 0.
Fiir n = 0 gibt es einen Eigenvektor |iy):

alto) =0 = %‘?wwm ~0 (3.42)

= Po(§) = o /4e=E%/2 ,  (bis auf ein Vielfaches) .

Die Normierung, [|[¢o]]* = [ [¢o(§)[*d = 1, und die Wahl der Phase, 19(£) > 0, machen
1 eindeutig. Eigenvektoren [i,) zu n = 1,2,... (N|¢,) = nl,), ||¢n||2 = 1) findet man

rekursiv dank
Na* =a*aa”* =a*(a"a+1) =a"(N +1),
Na*’wn—ﬁ = CL*(N+ 1)’¢n—1> na |¢n 1> )
la 1) IF = (¥n-1] @0 [n-1) = 11 |tpn1)

N+1
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als
1 * 1 *\ 1
V) = %a [Vn_1) = W(a )" o) - (3.43)

Die [¢),,)’s sind orthogonal, da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte von N = N*.
Die entsprechenden Wellenfunktionen sind

a-1/4

d 2
O\ EE2
\/2’"%!\(5 dﬁ) ¢ 17

=Hp (§)e¢/2

wobei H,,(§) ein Polynom mit fithrendem Term (2£)" ist:
H,(§) = 652/2( §— dig )ne_EQ/2 = 652(—6%)"6_52 : (Hermite Polynome) .
——

2/0.d —¢2/9
7ef/df€eg/

Die endlichen Linearkombination der [t,)’s sind die Funktionen der Form e ¢ /2P(¢) (P
ein Polynom), und diese sind dicht in L*(R): steht niimlich [¢)) € L*(R) orthogonal auf
ihnen allen, so ist

1) = [Pt
eine analytische Funktion mit

af
dzn

=0 / e € (€ = 0,

also f = 0, da f durch die Taylorreihe gegeben ist, und ¢ = 0, da e/ 29)(€) die Fou-
riertransformierte von f ist. Insbesondere bilden die |¢,), (n € N) eine orthonormierte
Basis fiir L?(R) (Besetzungszahlbasis) und das Spektrum von H ist durch (3.40, 3.41)
ausgeschopft.

Verschiebungsoperatoren. Die Erzeugende der 1-parametrigen Gruppe der Translatio-
nen

U(s) : () = (x = 5)

st

L Y |
h—| =—ih— = d.h. =e P/
s ls=o s P Uls) =e
Analog ist €*/" eine Translation um s im Impulsraum: |p) + [p + s). Fiir a € C lasst
sich
V(a) = e
wegen

aa” — aa = \/%_h[a(m —ip) — a(z +ip)] = iV2h[(Ima)z — (Re a)p] /h (3.44)

als Translation im Phasenraum um
(Az, Ap) = V2h(Rea,Ima) , bzw. Ax +iAp = V2ha

auffassen. Eigenschaften:
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i) V(a)= e e e lol*/2
iii) aV(a) = V(a)(a + ).
(i) folgt aus (3.44); (ii) daraus, dass allgemein gilt
X4Y _ XY —[XY]/2

e =e"e e ,

falls [[X,Y], X] = [[X,Y], Y] = 0, wie wir nun zeigen. Zunéchst folgt

d
E(e—tXYetX) = - Y[X,Y]e"™ = —[X,Y],
also
e Yt =Y —t[X,Y]; (3.45)
damit ist
d

el (eftXet(XJrY)

—tY t?[X,Y]/2
dt ¢ )

e
e—tXYet(X-‘rY)e—tYet2[X,Y]/2 + e_tXet(X+Y)e_tY<—Y 4 t[X, Y])etQ[X’Y]/Q — 0 7 (346)

da (3.45) auch fiir X + Y anstelle von X gilt. Damit ist die Klammer in (3.46) gleich 1
fiir t € R. Die Voraussetzung ist fiir

X =aa", Y = —aa, [X,Y] = —|af’la*,a] = |af?
erfiillt. (iii) folgt aus (3.45) fir X = aa* —aa, Y =aund t = 1:

V(a)taV(a) =a—ala*,al =a+a.

Die kohédrenten Zusténde sind definiert als
@) = V(a)|0) =V()|tho) , (@€ C).
Wegen (iii), (3.42) ist
ala) = aV(@)|0) = V(a)(a + a)|0) = ala)
d.h. |a) ist ein Eigenvektor von a zum Eigenwert .

Bemerkung. ¢* hat hingegen keine Eigenwerte: wire a*|¢)) = A|[¢)), so

Alo) = (nla's) = Gy = { V7 2

Ist A =0, so folgt [¢) = 0; ist A # 0, so (¢g|t)) = 0 und damit wieder |1)) = 0.

Insbesondere kennzeichnet a den Erwartungswert von Ort x und Impuls p im Zustand
)
(2o +1{p)a) = (@)a = .

9~
=t
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Kohérente Zustéinde haben eine klassische Dynamik:
e P ) = o7 |y) (3.47)

wobei a; = ae ! die klassische Bahn (3.39) ist, die dem Phasenraumpunkt a := (z +
ip)/V2h entspringt. (Die Phase rechts in (3.47) konnte durch Verschiebung des Energie-
nullpunkts eliminiert werden.) Dies folgt mit (ii), (3.42) aus

a) = V(@)]0) = e~ lol*/2c007|0) = ¢~lol/? o n)
) = V(a)|0) ) ;mhﬂ

efth/h’wn> _ efiw(n+%)t|wn> _ efiw%(efiwt)n’wn> '

3.4 Die WKB-Niherung

(Jeffreys 1923; Wentzel, Kramers, Brillouin 1926) Die Eigenwerte (3.40) des harmonischen
Oszillators stimmen mit den nach (1.27) erlaubten Energien tiberein, bis auf die Ersetzung
n — n + 1/2. Es soll hier anhand der Wellenmechanik begriindet werden, in welchem
(approximativen) Sinn die Quantisierung nach Sommerfeld (s. Abschnitt 1.4) richtig ist.
Wir betrachten dazu etwas allgemeiner einen Hamiltonoperator in einer Dimension der
Form

h? d?

H=——— f L3R
51 a2 + V(x) au (R)
und suchen Eigenwerte ' = E,(h) bei Energi- V(z)
en < F, fiir welche die klassischen Bahnen ge-
bunden sind; ja wir nehmen an, das klassisch —
erlaubte Gebiet bestehe aus einem Intervall E > \—/
{2]V(2) < B} = (a_(E),a,(E)) , (E < Ey). : :
Die Energie E ist ein Eigenwert, genau dann a_(E) ar(E) z

falls unter den Loésungen von

2

g a) + V(@)0(a) = Bo() (3.45)

(sie bilden einen 2-dim. Raum, da die Differentialgeichung von 2. Ordnung ist) eine exi-
stiert mit 0 # ¢ € L*(R).

V(z) < E: Sei

h(z) = \/271—"3(13 V@), (o <z<ay).

Der Ansatz ¢(x) = A(z)e®*@/" (A, S reell) fithrt, vgl. (2.8, 2.9), auf
d

A" — A(S'/h)* + AK* =0, %(AQS') =0.
Im “strahlenoptischen Gebiet” (2.10)
A//
‘ (=) ‘ < K (x) | (3.49)

A(x)
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vereinfacht sich die erste zu S’ = +hk mit Losungen

S(x) = j:h/ k(x")dz'
ci

AQ(S‘f) = m )

(3.50)

(Integrationskonstanten sind ¢y und im unbestimmten Integral enthalten). Durch Super-
position der beiden Losungen v ergibt sich die WKB-Né&herung

i[*k(z")da’ —i [ k(a}’)da}’)
cye +c_e .
k(x) ( :

Die Konsistenz der Losung verlangt, dass (3.50) die Bedingung (3.49) erfiillt. Man findet
A" 1[5, V' N2 Vv
R : 3.51
A 4(4<E—V> +E—V> (3:51)
Fiir festes © # a4 ist A”(x)/A(x) endlich, also (3.49) fiir kleine A (abhéngig von z) erfiillt,
da k(z) — oo fiir h — 0. In der Néhe der Umkehrpunkte, wo

E—-V(z)=-V'(ax)(z —ay),
ist der erste Term (3.51) singulédrer als der zweite, sodass (3.49) liefert:

2 1/3
h ) =€ (3.52)

'f’f—ai|>>!m

V(z) > E: Sei nun

K(x) == \/QE—T(V@) - E), (x <a_ oder x> ay) .

Der Ansatz ¢(z) = A(z)e 3@/ fiihrt auf

(C/_i_efzﬁ(x’)dx’ _'_cl_effzn(:r:’)da:’> :

K(z)

wiederum giiltig unter der Bedingung (3.52), die eine kleine Umgebung der Umkehrpunkte
ausschliesst. Eine Losung ¢ € L? liegt vor, falls

d =0 beir<a_,

d, =0 beiz>ay.
Behauptung: Die Anschlussbedingung bei a_ lautet

rT—a_ K —¢€ r—a_ > ¢

2\/1‘1%'(_%) cos (/ax kdaz' — %) (3:53)

e~ [ kda!

w
[@))
T|| —
—~
&
~



fiir die Losung 1, die fiir x — —oo exponentiell abfallt. Analog fiir a. .

Eine Losung, die fiir x — 400 abféllt, erfordert somit

cos(/f kdx' — %) = ozcos(/:+ kdx' — %)

a

fiir ein @ € C und alle  mit z —a_ > ¢, v — a; < —¢. Dies ist nur moglich fiir « = £1
und auch dann nur fiir

o T | 2mm, (a=+41),
/a kdm_i_{(quLl)w, (a=-1),
d.h. mit n = 2m, 2m + 1 fiir

1
j{kdx:%r(njté), (n=0,1,2,...).

Dies ist die Sommerfeld-Bedingung (1.27) mit n ~» n + 1/2.

Zu konstruieren bleibt eine Losung fiir (3.48), die den Umkehrpunkt @ = a_ iiberbriickt
und zwischen den beiden Verhalten (3.53) interpoliert. Dazu verwenden wir die Variable
r—a

Y= )
g

in welcher der Giiltigkeitsbereiches (3.52) von (3.53)
y< -1, bzw. y>1 (3.54)
lautet. Die Losung soll ergénzt werden durch eine, die im linearen Bereich von V' (z) — E,
V" (a)(z — a)?| < |V'(a)(x — a)] , (3.55)
d.h. fir -
ly| < 6‘1“/,,—((2))‘ , (3.56)

gilt. Da ¢ — 0 fir A — 0, iiberlappt (3.56) mit beiden Bereichen (3.54). Wegen (3.55)
darf man k% k? in x — a linearisieren. Die Behauptung (3.53) lautet dann innerhalb von
(3.56)

y << —1 y>1
1 2,13/2 1 2 ™
B 1L . 232 C
2|y|1/4e ° — i/ COS(3?J 4)
Ebenfalls darf man V(z) — E in (3.48) linearisieren,
)+ V@)@~ a)(a) = 0
2m
oder, unter Verwendung von V'(a) = —|V’(a)|,

U(y) +yv(y) =0
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(- = d/dy). Eine Losung davon ist
1 - io(t,y) : 1s
Y(y) = NG e PV dt mit (t,y) = §t —yt (3.57)

(ist reell, da der ITmaginirteil des Integranden ungerade ist), oder genauer

. 1 . > i(lt:;—yt) —et2
w<y>—2ﬁ1;g; o e *dt,
denn ) -
(143
=5 [ (et = —pui)
_Oo_ilt?) — —d (L3 ) —
a3t = dt(3 y) Y

nach Integration einer Ableitung.

Die Phase ¢ ist stationér, 0 = dp /0t = t*> — y, bei

B 020,

iyl , (y<0),

ferner 92p/0t* = 2t.
y > 0: Die quadratische Approximation der Phase um =+,/y ist
2 379 2
Pt y) =Fgy " £ VYt —vy) +. .

und fiir y > 1 sind die beiden stationidren Punkte gut getrennt. Damit is ¢ (y) annéhernd
gleich der Summe ihrer beiden Beitréige, vgl. (3.38),

1 2.3/2 ix
) = garge
1 2 5, T
— W COS(gy — Z) .

y < 0: Die Phase nahe den Sattelpunkten +i\/|y| ist fir y < —1 gut durch

. 2 .
ip(t,y) = :F§!y|3/2 F [y (t Fivy])?

approximiert. Wir deformieren den Integrationspfad Im »
(—00,00) in (3.57) in die komplexe Ebene, und zwar durch iv/[y]

t = +iy/|y|: dann hat [e*"¥)| dort ein Maximum lings des /\
Pfades, welches das Integral dominiert:

Rez

_ L e
2|y‘1/4 : * —1 |y|

V(y)

38



3.5 Symmetrien und Erhaltungssitze

Wir betrachten die durch H = H* (Hamiltonoperator) und A = A* (eine Observable)
erzeugten l-parametrigen unitdren Gruppen

. d
[h(t)) = e Y Mehg) : Losung von ik 5? = H|¢) zum Anfangszustand |1y) ,
lp(\)) = e MR y) : Losung von ih% = A|p) zum Anfangszustand |¢g) .
Dann ist
d i i

SWOIARY| _ = ol 11, Allbo) = ~ (ol 1A, Hllo) = — (o) HIp(N)

dt

Folgende Aussagen sind deshalb dquivalent:

A=0

7l

a) A ist eine Erhaltungsgrosse, d.h. (¢(t)|A|(t)) ist fiir jeden Anfangszustand |tg)
zeitlich konstant. Oder:

piflt/h po—iHt/h _ 4 .

b) [H, A] = 0;

¢) (p(AN)|H|e(N)) ist unabhéngig von A fiir jeden Anfangszustand |tg), oder
GANR T —iANR _

1AN/R

Man nennt dann e~ eine (1-parametrige) Symmetriegruppe von H.

Beispiel. Jede Drehung R € O(3) induziert im Raum L?*(R?) eine unitéire Transformation
U(R): (@) — (R™'E) . (3.58)

Es gilt U(1) =1, U(R2)U(Ry) = U(RyRy), d.-h. R +— U(R) ist eine unitéire Darstellung
der Drehgruppe O(3). Die Drehungen R(\) um eine feste Achse €, (|é] = 1) mit Drehwinkel
A bilden eine 1-parametrige Untergruppe von SO(3) C O(3), und es ist

d . S
aR(A)x o= AT

Die zugehorigen U(A) = U(R())) bilden eine 1-parametrige unitére Gruppe. Ihre Erzeu-
gende A ergibt sich aus

d

(Ay)(@) = ihs ) (R(-A)Z)

=—ih—-(end)=¢ (TN-=5), (3.59)
d.h. es ist
A=¢-(TANp)=c¢- L = Drehimpulskomponente in Richtung der Drehachse €.

Somit ist - L genau dann erhalten, wenn U(\) eine Symmetriegruppe von H ist. Fiir

p?
H="1 vz
5 + V(&)
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findet man i
_1H _ p_ . ‘
U(R) U(R) o + V(RZ)

Somit ist - L erhalten, wenn V(&) rotationssymmetrisch um die Achse € ist. Bei voller
Rotationssymmetrie, d.h. falls V' = V(|Z|), sind alle Drehimpulskomponenten erhalten:

[H,L]=0. (3.60)
Ebenfalls erhalten ist dann L2 = L? + L2 + L2, d.h.
[H,L*] =0 . (3.61)

Bemerkung. In Polarkoordinaten (7,0, ¢) wirkt R(\) : (1,0, ¢) — (r, 0y, ¢,) nicht auf r.
Ist ¥ = 9(r,0, ) in diesen dargestellt, so wirken die L;, (i = 1,2,3) nach (3.59) nur auf
die Polarwinkel 6, . Beispiel: €= €3, also 0\ =0, o\ = ¢ + A:
Lg — i—ii .
i0dyp

Die L;’s, und damit Z_?, sind selbst-adjungierte Operatoren auf L?(f2), 2 = Einheitskugel.
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4 Das Zweikorperproblem

4.1 Schwerpunkts- und Relativbewegung

Der Hamiltonoperator ist

ﬁQ ﬁz
H=21 42 Ly(z -1 auf LARE). (4.1)

2m1 ng

Speziell beschreibt

V(r)= —Z—62 (4.2)

,
die Wechselwirkung eines Elektrons der Ladung —e mit einem Atomkern der Ladung 7 -e

(Z = 1: Wasserstoff-Atom). Zunichst bleiben wir aber bei einem allgemeinen Potential
V(r).

Nach klassischem Muster schreibt man H in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

= 1 o . ., . .,
X = —(m T + mods) =17 — T (4.3)

M

und den konjugierten Impulsen

Y

P=pi+ps, p=m(—— )
my ma
wobei M = mj + my und m = myms/M (reduzierte Masse). So wird

P p? _h9 _ho

H=_—+—+V(z]), Pk—Ta_Xk; pk_?@xk’ (4.4)

—

denn es ist gleichgiiltig, ob die Quantisierung in den Koordinaten (&, Z5) oder (X,Z)
erfolgt. Beschranken wir uns auf Wellenfunktionen der Form

U(X) o (7)
(die L*(R®) aufspannen), so ergeben sich zwei unabhingige Schrodingergleichungen:

D2 —2
AL A AL (p
dt

— - V(1)) (45)

2m
Die erste beschreibt die freie Bewegung des Schwerpunkts (die wir nicht weiter betrach-
ten), die zweite die Relativbewegung: ein Zentralkraftproblem mit dem Hamiltonope-
rator
P f L*(R? 4.6
H=—+V(|Z . :
5, TV(Z)  auf LR (4.6)

Da H rotationssymmetrisch ist, gilt der Erhaltungssatz (3.60). Dadurch wird sich das
Problem weiter auf eine eindimensionale Schrédingergleichung fiir die radiale Bewegung
reduzieren lassen. Aus (3.61) folgt, dass H die Eigenrdume von L2 in sich abbildet. Wir
untersuchen daher zuerst das Eigenwertproblem von sz’ dann jenes von H.
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Drehimpuls: Wir setzen L = hM, M = —if A 0/0%. Es ist

3
- 1
M? = M} + My + My = —5 > (@0 — w;0,)°

ij=1

= — Z(ZL‘I (‘)jxi 8j — T 8]95]81)
i ~~~ SN——
.%'Z‘aj + (51']‘ 8ia:j8j + (1 — 5”)81
2]

In Polarkoordinaten ist ) . x;0; = & - V = rd/dr, also
M? 2A+< a>2+(3 2) 0 A+ :
= —r r— —2)r— = —r r——r
or or or?
oder L o .
A==——r— =M. 47
ror?  r2 (4.7

Die Eigenvektoren von M2 (als Operator auf L?(Q) aufgefasst, vgl. Bemerkung auf S. 40),
sind die Kugelfunktionen Y; (Definition: s. Anhang B):

MY, =1(+1)Y;.

Weiter gilt der Satz in Anhang B. Als Operator auf L?(Q) hat damit M? das rein diskrete
Spektrum der Eigenwerte I(I + 1), (1 =0,1,2,...), die (2] 4 1)-fach entartet sind.

Hamiltonoperator: H lisst fiir jedes [ den Unterraum der Wellenfunktionen

¥(@) = 2y @) (4.8)

mit u € L*(0,00), d.h. [[7 u(r)|*dr < oo, invariant. (Beachte: [ |[¢(Z)[*d*z = [, |Yi(€)[?
d*e- [° [u(r)[?dr, da d*x = r?drd®e.) In jedem solchen Unterraum reduziert sich Hy = E
auf das “radiale Eigenwertproblem”

> l(l+1)
(_W t—st V(r))u = cu (4.9)
in L?(0, c0), wobei wir
2m 2m
7/(7") = ﬁV(T) 5 € = ﬁE

gesetzt haben. Wir diskutieren das Verhalten der Losung bei r — 0 und r — oo. Dabei

nehmen wir an, dass V/(r) fiir » — oo verschwindet und fiir » — 0 weniger singulér ist als
1/r2.

Bei r — 0 reduziert sich (4.9) auf




mit der allgemeinen Losung
u(r) = ar'™ +or .

Falls [ > 0, ist sie bei r = 0 quadratintegrierbar, nur falls b = 0. Auch fiir [ = 0 ist
die Losung r~! = 1 zu verwerfen: dann ist nach (4.8) ¥(%) = 1/r, also —Ay = 47§
nicht quadratintegrierbar. Die verbleibende Losung ist bis auf die Konstante a bestimmt.
Damit hat (4.9) fiir jedes € nur eine einzige Losung u(e, r) ~ r'*1 (r — 0): die “reguliire
Losung”.

Bei r — oo reduziert sich (4.9) auf
"

mit der allgemeinen Losung

ae*" + be (k=)

Insbesondere ist zu erwarten, dass die reguldre Losung u(e,r) von (4.9) fir r — oo die
asymptotische Form . A
u(e,r) = a(e)e™ 4 b(e)e ™ (4.10)

besitzt.

Gebundene Zustinde entsprechen (normierbaren) Eigenzustinden, u(e,-) € L*(0,00).
Dann muss erstens € < 0: wir legen dann £ fest durch

k =ik, k=+v—-e>0, (4.11)

also e = e™". Zweitens muss b(¢) = 0 sein: die Eigenwerte ¢ ergeben sich als Null-
stellen der Funktion b(¢). Dann reduziert sich (4.10) auf

+ikr

—RT

u(e,r) =~ a(e)e™ "™, (r — o00) .

4.2 Das Wasserstoff-Atom
Wir behandeln nun den Fall (4.2) des Coulombpotentials

ol 2mZe?
V(r)=—— = .
Die allgemeine Diskussion motiviert den Ansatz
u(r) =e " Z et (4.12)
k=141

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert unter Benutzung von (4.11) die einfache Re-

kursion
v — 2Kk

TR k(1)
Falls die Rekursion nicht abbricht (d.h. alle ¢, # 0), so ist fiir & — oo

(k=1+11+2,...). (4.13)

2K (2k)F
PR also ¢, =~ C o

Ck4+1 =~ C,
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was auf
U(T’) ~ e R Ce?fir _ Cefi?"

fithrt. Falls (4.13) hingegen abbricht, d.h. falls fiir ein n

Cn 7& 0, Cnt1 =0,
so ist die Losung eine Eigenfunktion. Die Bedingung dafiir ist

v

Ky = ——
on’

m=I1l+1,1+2...),

b o, m(Ze*)? 1
E,=—— K=—-—"7"""_7 . 4.14
om " 2h? n? (4.14)
(Schrodinger 1926). Dies ist die von Bohr im Rahmen der “alten Quantentheorie” her-
geleitete Formel (1.25) fiir die Energieniveaus. Das Schema der Eigenwerte stellen wir so

dar:

:1/16::... ) ) . . - l
el & | "

Die Eigenwerte sind aufgetragen in der Einheit 1Ry (Rydberg); die Zahlen in Klammern
sind die Vielfachheiten 2/+41 der Eigenwerte zu gegebenem [, entsprechend der Dimension
des Raums der Kugelfunktionen zum Index [. Zu gegebenem n ist die Vielfachheit (oder
Entartung) von FE, gleich

[y

n—

(20+1)=n",

N
Il
=)

was mit (1.33) iibereinstimmt.

Fundamental ist die Existenz eines energetisch tiefsten Zustands (I = 0, n = 1): die
Energie des H-Atom ist nach unten beschrénkt und es ist damit stabil! Dies im Gegensatz
zum klassischen H-Atom, wo das (beschleunigte) Elektron beliebig viel Energie durch Aus-
strahlung abgeben wiirde (vgl. Elektrodynamik). Die Wellenfunktion des Grundzustandes

ist nach (4.12)
2

7 me
2 K2
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also (bis auf Normierung), da Yj eine Konstante ist,

h2
me2

Der Bohr-Radius a ist der Radius des Atoms in der Bohrschen Theorie. Durch (4.14)
sind alle Eigenwerte von H (vgl. (4.6, 4.2)) gefunden (ohne Beweis). Damit ist aber
(im Unterschied zum harmonischen Oszillator) noch nicht das gesamte Spektrum o(H)
ausgeschopft, welches (wie beim freien Teilchen) auch einen kontinuierlichen Anteil [0, o)
besitzt:

(T) = e ¥/ a=

Um dies einzusehen, vgl. (3.9), konstruiere man sich zu jedem E > 0 und beliebig kleinem
€ > 0 ein Zustand ¢ mit der Eigenschaft

I(H—-E)p| <e.

Idee: ein approximierter Eigenzustand des freien Teilchens, weit weg vom Kern.
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5 Streutheorie

5.1 Die Greensche Funktion

Als Vorbereitung zur Streutheorie soll die Helmholtz-Gleichung
(A+ ) =p (5.1)

fiir eine lokalisierte Quelle p(Z), z.B. p € L?(R3) gelost werden. Zu beachten ist, dass k* €
o(—A) = [0,00). In welchem Sinn ist die Losung ¢ zu verstehen? Sie ist nicht eindeutig,
zumindest nicht unter beschrinkten Funktionen (die ebene Welle o (Z) = e*9% (|&y] =
1) ist Losung der homogenen Gleichung); und sie existiert i.A. nicht, falls ¢ € L*(R?)
gefordert wird (es wiirde p(kéey) = 0 folgen). Dazwischen liegen die niitzlichen Losungen

Vi () = li?g(A +E +ie) p=(A+E2£i0)"p. (5.2)

Wir zeigen weiter unten: Die Greensche Funktion

Gui(k, @ —g) = (T|(A + k* £i0) " |7) (5-3)
ist
1 eiikr
Cath )= (=) (5.4
Damit wird (5.2) zu
B 1 eEHE-F P -
Ve(@) = = =7 p(F)d’y - (5.5)
Fiir grosse r féllt die Losung ab,
1 e:l:ik:r .
0e(®) =~ [EETRE 06, e E=T),  (50)
T

wenn auch . ¢ L*(R?). Dies folgt aus |7 — 4| = 7] — € 7+ O(r1).

Bemerkung. Man erkennt in (5.5) die retardierten und avancierten Losungen der Wel-
lengleichung

und zwar (vgl. Elektrodynamik)
. L [t ¥ |7 —4l/c) 4
) = —— d’y 5.8

Fiir p(7,t) = p(Z)e“! ist ¥(Z,t) = ¥ (Z)e*! und (5.7, 5.8) werden zu (5.1, 5.5) mit k = w/c.
Beweis von (5.4). Nach (5.3) ist

Gk, @)= (2m)73 /(—cj2 + E* 4+10) "1l @3q
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In Polarkoordinaten (g, 0, ) ist d*q = ¢*dqdpd(cosf) und ¢+ Z = qrcosf. Mit cosd = u
ist

) 2 21 1
Gk,*:z—?’/d—q ,-/d-/ iar g
+(k, @) = (27) g ), T ) e
o) 2
_ q 1 ikr —ikr
= (2m) 2/ dq—k2 — (e — o7k
0

—¢%2 +i0igr

1 [ )
= (2m) 2~ / dg— L ikt

ir ) o k*—¢>+i0

Das Integral kann mit dem Residuensatz an-
hand der Contour der Figur berechnet werden.
Der Integrand

Imgq

1< 1 . 1 )M
—= e
2\¢—(k+1i0) q+ (k+10)

hat Pole bei ¢ = £(k +10) und ist in der obe- k‘+ i0
ren Halbebene exponentiell abfallend. Somit .
verschwindet der Betrag des Halbkreises fiir —(k +10)

go — oo und der umschlossene Pol ¢ = k + i0
hat Residuum —e*” /2. Daraus folgt (5.4).

9o Regq

5.2 Streuzustinde s

Eine ebene Welle ¢o(k, &) = e*%, (k = ké))
der Richtung &, ist eine (nicht normierbare) ]
Losung der freien Schrédinger-Gleichung zur
Energie k2 : (—A —k?)1), = 0. In Anwesenheit
eines Potentials kann nach einer Losung v von

S

(=A+ V(D)) = ki (5.9) e

RN
N

(mit ¥ wie in (4.9)) gesucht werden, die = N
sich von der einfallenden Welle 1, durch ei-
ne Streuwelle s unterscheidet:

,l/}(k7 ':Z:‘) = we<k7f) + ws<k7 j’:) Y

eikr (510)
Us(k, %) = f(k,&)— +O(r %), (r — 00,8 =Z/r) .

r

Hier ist f(k,€) die Streuamplitude. Der Abfall ~ r~! der Amplitude der Streuwelle
driickt die zu erwartende Verdiinnung der Wahrscheinlichkeitsdichte auf eine Kugel der
Fliche ~ r? aus.
Aus (5.9) folgt

(A= k) (W =) = =V
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Fiir k — k + ic ist die Streuwelle ¢, = 1) — 1), wegen e!(Ft18)" — olkre=¢" oxponentiell
abfallend. So ist im Limes ¢ | 0

-

Yk, 7) — *T = (A + k2 +i0) "7,

und mit (5.5) wird daraus die inhomogene, lineare Integralgleichung

L RS
= N U 3 — —
V(k,T) =e e U V(v (k,y) (5.11)

(Lippmann-Schwinger Gleichung). Nach (5.6) folgt fiir » — oo das asymptotische
Verhalten (5.10) mit

fl2) =~ [ @ye T @) (5.12)

Also: Die Integralgleichung (5.11) ist dquivalent zur Schrodinger-Gleichung (5.9) inklusive
der asymptotischen Bedingung (5.10) einer auslaufenden Streuwelle.

Durch Iteration von Gl. (5.11) entsteht die Bornsche Reihe. Die einfachste Néherungslo-
sung derselben entsteht, indem man v (k, ¢) im Bereich des Potentials ¥/ (%) ersetzt durch

die einfallende Welle e*¥. Der entsprechende Ausdruck

1 s .
Foll k) = = [ dye DTy (5.13)

fiir die Streuamplitude heisst Bornsche Nadherung.

Interpretation. Obschon die Streulésungen ¢ (k, ¥) nicht quadratintegrierbar sind, las-
sen sie sich plausibel interpretieren. Fiir jede Losung der zeitabhéngigen Schrédinger-
Gleichung gilt die Kontinuitétsgleichung (2.16) fiir Wahrscheinlichkeitsdichte p und Wahr-
scheinlichkeits-Stromdichte 7. Fiir stationdre Losungen, und insbesondere fiir obige Streu-
l6sung ¥(k, f)e*ihk%/ 2m - oilt, dabei Op/dt = 0. Zur einfallenden ebenen Welle v, und zur
Streuwelle 15 gehoren die Stromdichten
|2
7 = Ekéo T8 @) = EkMﬂ O(r=3).
m m r
Die Streustromdichte ist asymptotisch radial nach aussen gerichtet, und der gesamte
Streustrom durch die Kugel vom Radius r in einem Raumwinkelelement df) wird un-
abhéngig von r:
i@r2dQ = 59| f)2dQ .

Das Verhaltnis

Streustrom durch df2

do 9
E(k’g) " dQ x einfallende Stromdichte £ (. €) (5.14)

ist der differentielle Streuquerschnitt in Richtung €. Die Notation do /dS rithrt von der
klassischen Mechanik her: Dort stiften die Streubahnen eine Zuordnung do 5 b +— € € df2
zwischen Zielfehler b und Streurichtung €. Dementsprechend ist j(®do = j*)r2dQ.
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Der totale Streuquerschnitt entsteht daraus durch Integration iiber alle Streurichtun-
gen:

o(k) = /d% |f(k, &) . (5.15)

In den Notationen (5.14, 5.15) nicht explizit widerspiegelt ist die Abhéngigkeit der Grossen
von der einfallenden Richtung é,. Fiir ein Zentralpotential ¥ (r) héngt f(k, &) von & nur
tiber den Winkel <((¢€, &) ab. Dieser Fall wird im iibernéchsten Abschnitt nédher behandelt.

5.3 Das optische Theorem

Die Vorwirtsrichtung ist durch die Richtung des einfallenden Strahls €, definiert. Das
optische Theorem bringt die Stromerhaltung zum Ausdruck: Der Wahrscheinlichkeits-
strom, der in alle anderen Richtungen gestreut wird, geht dem Strahl in Vorwértsrichtung

verloren: A
(k) = %Im Fk, &) . (5.16)

Die rechte Seite entspricht diesem Verlust. Der folgende Beweis bringt zum Ausdruck,
dass er durch Interferenz zwischen den beiden Teilen von (5.10) zustande kommt.

Beweis. Aus (5.10) folgt

Vi) = ikeF ¥ 4 ikef (k,

02 .
L {0 Pl RV

woraus sich die Stromdichte j'aus (2.15) ergibt: insbesondere mit k = ké, die Radialkom-
ponente

- 1 k,e)|?

;:Z;] €=¢ey e+ Iml( (k, @)ettri=ee) 4 & &f (k,&)e kri- eoa) —i—M. (5.17)
r

Das Integral iiber € € S? der linken Seite verschwindet wegen div 7= 0; jenes des ersten

Terms rechts, da dieser ungerade in € ist. Das Integral der Klammer lasst sich fiir grosse

p = kr mit der Methode der stationdren Phase berechnen, wie allgemein in Anhang C

und hier speziell fiir S? dargelegt:

el Zsgn(92h)(;)

2
[ ot =S A @ £ 0 o e0),

wobei ¢€; die stationdren Punkte von h : S? — R sind und 0%h die Hesse-Matrix ist. Die
Funktion h(e) = 1 —¢éy-€ =1 —cosb, (0 = <(€,ép)) ist stationdr bei € = +¢é; (bzw.
6 = 0,7) mit h(+éep) = 0,2 und 9*h(+éy) = +1. Das Integral des Ausdrucks, dessen
Imaginérteil in (5.17) vorkommt, ist somit

27 [(

T o) e (k) + (6 —0)e — e (o))

= L[k o) = FUk o)+ (k=)™ + e ~Ga)e™)]
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Beachte, dass der Beitrag der Riickwirtsrichtung —éj reell ist. So folgt aus (5.17) nach
Multiplikation mit r? schliesslich

27
0= 2 (o s e) + [ elsire?,

d.h. (5.16).

5.4 Zerlegung in Partialwellen

Die ebene Welle ¢iF# = gikr cos? hat, fiir festes p = kr, eine Zerlegung nach Kugelfunktionen
Yim (0, ¢). Da Lze* <% = 0, (Ly = —i0/d¢) kommen nur solche mit m = 0 vor oder, was
dasselbe ist, s. (B.9), nur Legendre-Polynome F,(cos 0):
P 1 &
eFT = . Z (20 4+ 1)j,(kr)Py(cos ) . (5.18)
1=0
Die Faktoren i/(2/ 4+ 1) sind Konvention. Die Entwicklung definiert die Partialwellen
Jilp) = J(p)/p (sphérische Besselfunktionen). Da sie der Form (4.8) entsprechen und
el*? eine Losung der freien Schrodinger-Gleichung zur Energie (hk)?/2m ist, sind die j;(p)
im Ursprung regulére Losungen von

u(p) = ulp) - (5.19)

Die Partialwellen konnen anhand der Orthogonalititsrelation (B.12) bestimmt werden:

o) 0 [ g

P 2 Ja

—
—

wobei wir cosf = u, k - & = pu geschrieben haben. Partielle Integration liefert dann

o) _ (= ' :11 - /_11 eipupl/(u)du) ;

_ ipup
p 2ip ( ()

wobei das verbleibende Integral durch nochmalige partielle Integration fiir p — oo ab-

geschitzt werden kann. Es resultiert

1

- L ipu -
ailp) = 5 (=0)'e" A(u)| +O0(p™")
1 . x . ™
= (@ —e D) L0 (5.20)

wobei (—i)! = e /2. P(1) =1, P(~1) = (=1)! = ¢™ 5. (B.8), verwendet wurde.

Ist das Potential sphirisch symmetrisch, so ist die Streulésung v (k, #) achsialsymme-
trisch (L) = 0) und hat eine Partialwellenentwicklung der Form

Wk, 7) = % ;ﬂ (20 + V)w(k, #) Py(cos ) | (5.21)
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wobei die u;(k,r) im Ursprung regulire Losungen von (4.9) mit € = k? sind. Auf letzterer

Grundlage ist u;(k, ) nur bis auf einen Faktor bestimmt; immerhin ist ; reell bis auf eine
Phase,
w(k,r) = e ®g, (k7).

Der Faktor, und somit die Streuphase d;(k), sind aber durch (5.10) absolut bestimmt, wie
wir nun zeigen. Fiir 7 — oo geht u;(k,r) in eine Losung der freien radialen Schrodinger-
Gleichung iiber und ist somit eine Linearkombination von e**":

1 .
w(k,r) = §(A+el(kr—l7r/2 _ A eilkr— l7r/2)) +ouY

1

wobei A, = A_e?®. Aus (5.10) folgt, dass u;(k, ) denselben einlaufenden Teil (~ e~*7)
hat wie 7;(kr), vgl. (5.20), also A_ = 1. So ist schliesslich

1
21<
= e sin(kr — /24 6) + 00 ™").

w(k,r) = — (elbr=1m/2420) _ o=ilkr=im/2)} | O(p—1)

Beachte, dass die Streuphase ¢; aus einer beliebigen regulidren Losung von (4.9) gewonnen
werden kann, da sie unter dem Sinus (und nicht nur als Vorfaktor e!) vorkommt. Fiir die
Streuwelle ergibt sich so die asymptotische Darstellung

ikr ©©

. . rz  © 1 _
U(k, T) = Y(k, T) — k¥ =2 Z(Ql + 1)5(62 % —1)Py(cosh) + O(r?),
1=0
und damit die Streuamplitude:
1 o0
f(k,0) =7 Z (20 + 1)et sin 6, P;(cos ) . (5.22)
1=0

Fiir den totalen Streuquerschnitt erhdlt man daraus unter Benutzung von (B.12) und
(B.8) die beiden Ausdriicke:

oo

o (k) = % S (@21 + 1) sin? 6 (5.23)
=0
_ %Im £(8,0) . (5.24)

Die zweite Form reproduziert das Optische Theorem (5.16) im Fall eines Zentralpotentials.
Zusammenfassend ist das Streuproblem reduziert auf die Berechnung der Streuphasen
9;(k). Dazu braucht man nur die regulére Losung u;(k, ) der radialen Wellengleichung zu
bestimmen.

5.5 Resonanzen

Resonanzen sind Energien € = k2 bei welchen der (partielle) Streuquerschnitt

4

(k) = 13

— (21 + 1) sin® 6, (k)
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besonders gross ist. Nach (5.14, 5.22) dussert sich [ in der Verteilung do/dQ o< P?(cos0)
der gestreuten Teilchen. Wir nehmen fiir 7 einen kompakten Tréager an: #/(r) = 0 fiir
r > Ry. Die Streuphase Sj(k) = e®%(*) bheschreibt die Beziehung zwischen ein- und aus-
laufenden Anteilen in der reguléren Losung w;:

2w (k, ) = Sy(k)hy(kr) — hy(kr) , (r > Ry) ,

wobei hy(p) die Losung der freien Gleichung (5.19) mit der Asymptotik

hu(p) = "I (1 4+ 0(p™"))

einer auslaufenden Welle ist. Insbesondere ist ho(p) = € und hy(p) = (p~' — i)e'”. Die
Funktionen h;(p) haben analytische Fortsetzungen fiir p € C\ {0} mit

In der radialen Schrodinger-Gleichung (4.9) ist die Abhéngigkeit nach e = k% analytisch.
Sie wird an die regulire Losung w;(k, r) vererbt, sofern diese z.B. durch 7~ (k,r) — 1,

(r — 0) eindeutig gemacht wird. Es folgt u(k,7) = w;(—k,r) = w/(k,r), da die weiteren
Ausdriicke alle erwéhnten Eigenschaften der Losung w;(k,r) mit ihr teilen. Fiir r > Ry
kann u; nach Losungen der freien Gleichung (5.19) zerlegt werden,

2w (k,r) = f;F(k)h(kr) — f; (k) hu(kr)

wobei die Koeffizienten f;*(k) (Jost-Funktionen) wiederum analytisch sind. Folglich hat
Si(k) = f;7(k)/ f; (k) eine analytische Fortsetzung bis auf Pole mit

Si(—k) = Si(k)™' = S,k

~—

. (5.25)

In der Halbebene Rek > 0 steht hy(kr) fiir eine auslaufende Welle; in Imk > 0 fiir
eine exponentiell abfallende. Ein Pol in der oberen Halbebene steht fiir eine Welle ohne
exponentiell anwachsenden Teil, d.h. fiir einen gebundenen Zustand. Solche kann es dort
nur fiir k£ rein imaginiir geben, da der Eigenwert ¢ = k? reell ist. Es ergibt sich folgende
allgemeine Lage der Pole.

Im &

.- . gebundene Zusténde

° ' ° Rek

... Resonanzen

o J . o

" virtuelle gebundene Zusténde
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Nach (5.25) ist das Bild symmetrisch bzgl. Spiegelung an der imaginéiren Achse; jene
an der reellen liefert die Lage der Nullstellen. Eine Resonanz liegt vor, wenn sich ein
Pol-Nullstellen-Paar nahe der reellen Achse befindet. Deren Lage sei E := E, Fil'/2,
(E;,T' > 0), wenn sie durch E statt k parametrisiert wird. Dann ist

o201(B) _ E— (B, +il'/2)  (20-(B)

E— (B, —i/2)

wobei der “Hintergrund” e?9+(¥) eine analytische Funktion ohne Pole noch Nullstellen

nahe der Resonanzenergie ist, also 0.(F) =~ §, fir F ~ E,.

E <K E,
Der Verlauf von o;(E) kann anhand von :

N 62}6*

4sin? 6y(F) = |e*0E) _ )2 (5.26) B E

und des Bilds abgelesen werden: Fiir 6, # 0 —1
durchliuft (5.26) ein Maximum bei %) = —1
und ein Minimum bei €(®) = 1, wie in der Figur
links (Fano-Feshbach Resonanz).

ol(E) o1(E)

E, E
Oft (aber nicht immer) ist aber d, ~ 0 und damit

/2 4 (I'/2)?
T L Al A C N yo sy oA R (W

tan d; =

(Breit-Wigner Resonanz), vgl. Figur rechts. Dabei hat I' die Bedeutung der Halb-
wertsbreite.

Ein Wellenpaket der Energie ~ E weist nach der Streuung eine Verzégerung 7 = hd5l /dFE
auf gegeniiber einem vor der Streuung gleichen, aber stets freien Wellenpaket (vgl. Ubung-
en). Mit tan’ x = 1 + tan®z ergibt sich hier

o, r/2

dE ~ (E— B + (T)2)

und mit F =~ E, +T'/2 liefert dies
T~ h/T

23



fiir die mittlere Lebensdauer der Resonanz.

Beispiel. Resonanzen mit E. = 0 treten bei der Proton-Neutron Streuung auf, und
zwar infolge eines virtuellen gebundenen Zustand bei antiparallelen Spins, bzw. eines
gebundenen Zustands bei parallelen.
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6 Naherungsmethoden

6.1 Storung des Eigenwertproblems

H° = H% habe den vom Rest des Spektrums isolierten Eigenwert £°:

U(HO) ® ° ° °
EO

Es sei M° der Eigenraum von H° zum Eigenwert E°, dim M° = n° < oo, und P die
Projektion auf M°. Dann ist Q° = 1 — P° die Projektion auf M°". M° und M°" sind
invariant unter H°, und die Teile von H® in M° bzw. MO haben die Spektren {E°},

bzw. o(H®) \ {E°}. Insbesondere existiert (E° — HY)~! auf M°", d.h. auch die reduzierte
Resolvente
RO — (ED _ HO)_lQO — QO(EO _ HO)_lQO _ (61)

Wir untersuchen nun das Verhalten des Eigenwerts E° unter dem Einfluss einer Stérung
H® ~ H°+eH', (H' = H') (6.2)

fiir kleine Werte des Stérparameters e. Das triviale Beispiel H? = E° - 1 zeigt schon, was
passieren kann: der Eigenwert E° spaltet auf in n° Eigenwerte

E,=E"+cE], (k=1,...,n°%,

wobei die £} die Eigenwerte von H' sind. Im Allgemeinen nehmen wir an, dass E° in n°
Eigenwerte Ej(e) mit Eigenvektoren 1 () aufspaltet, und dass Ej(¢) und 1 (e) Entwick-

lungen nach Potenzen von e besitzen. So setzen wir an:
(Ho—l—ng — E° —¢F; —gQE,i—...)(¢2+5¢,§+52w,§+...) =0, (k=1,...,n°%

und finden durch Koeffizientenvergleich:

(H* = E%)yp =0, (6.3)
(H — E*)i + (H' = Bl =0, (6.4)
(H = E%) ¢+ (H' = Ey)vy, — Bgp =0, (6.5)

Nullte Ordnung. Gl. (6.3) bedeutet nur

QM =0, (6.6)

d.h. 2 € M. Weiter sind die ¢{ in nullter Ordnung nicht bestimmt. Nur wenn E° ein ein-
facher Eigenwert ist, ist ¢){ (bis auf Vielfache) dadurch bestimmt. Denn ansonsten héngen

sie tatséchlich von der Storung ab: sie sind die Grenzwerte der gestorten Eigenvektoren
Ui (e) fiir e — 0.

Die E. werden in Ordnungen [ > 1 im Folgenden bestimmt. Bis anhin nicht eindeutig
bestimmbar sind hingegen die !, denn nach (6.4, 6.5) kann ihnen ohne Schaden ¢!
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hinzuaddiert werden. Diese Freiheit wird beseitigt etwa durch die Forderung P%y(g) =
v d.h.

PO =0, (1=1,2,...). (6.7)

Erste Ordnung. Wir operieren mit PV auf (6.4). Wegen P°(E° — H°) = 0 und (6.6)
ergibt sich

P H'PY%) = Bl (k=1,...,n%. (6.8)

Die Eigenwertstorungen erster Ordung F;} sind die Eigenwerte des Operators P H! P? auf

M?P: ein n°~dimensionales Eigenwertproblem. Dieses bestimmt die 1{ (bis auf Normierung)

soweit keine Entartungen auftreten. Praktisch wihlt man in M eine orthonormierte Basis

{,} ungestorter Eigenvektoren. Dann ist der Operator P°H!'P? dargestellt durch die
Matrix

<(107’|H1|Q05>7 (T7321,...,n0).

Die FE} sind die Eigenwerte dieser Matrix, die zugehérigen Eigenvektoren (Spaltenvekto-
ren) die Entwicklungskoeffizienten von ¢ in der Basis {¢,}. Im Spezialfall n® = 1 ist bei
Normierung ||4°|| =1

E' = (°|H'|[¢"°) (6.9)

die Eigenwertverschiebung 1. Ordnung. Wir operieren noch mit Q% auf (6.4) und
finden wegen Q%Y = 0:

(H° — B°)Q"} = —Q H'

also

Q" = RPHW} (6.10)

und mit (6.7)
Yy = RVH"Y) . (6.11)

Zweite Ordnung. Wir greifen einen n'-fachen Eigenwert E! von (6.8) heraus mit Eigen-
vektoren 99, (k = 1,...n'), welche den zugehérigen Eigenraum M' C M° von P'H' P°
aufspannen (n' < n?). Es sei P! die Projektion auf M also P'¢? = ¢ P! = P'PY;
PY(H® — E°) = 0 und P'P°(H' — E')P° = 0. Operieren wir mit P! auf (6.5) so ergibt
sich damit:

Epyg = P'(H' — EY)y, = P'P°(H' — EY) (P’ + Q")
= PIH' Q" ,

und aus (6.10):
P'H'ROH' P = B2 . (6.12)

Dies ist ein n'-dimensionales Eigenwertproblem zur Bestimmung der Eigenwertstérungen
FE? und derjenigen ¢, die in erster Ordnung noch unbestimmt geblieben sind. Im Fall
n' =1 ist ¢° schon durch (6.8) bestimmt, und fiir [|¢° = 1 ist

E* = (W°|H'R°H'[4)°) (6.13)

die Eigenwertverschiebung 2. Ordnung. Wenn E° der tiefste Eigenwert von HY ist
(Grundzustand), so ist (E° — H%) < 0 auf M°", also R° < 0 und folglich auch E? < 0.
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Das Auftreten der reduzierten Resolvente R° verunmdoglicht oft die exakte Auswertung der
Stérungsformeln 2. Ordnung. Im Fall, dass H® nebst E° rein diskretes Spektrum besitzt,
mit Eigenwerte - # E° und normierten Eigenvektoren -, so ist

RO|<,0 Z|wj_ w ‘90>

mit entsprechenden Ausdriicke fiir (6.11, 6.13).

Beispiel: Stark-Effekt. Wir untersuchen die Storung des Niveaus n = 2 des Wasser-
stoffatoms

Hozﬁ_ej
2m T

durch ein homogenes elektrisches Feld (0,0, E):
H''= —¢Fz; .

Hier spielt E die Rolle des Storparameters. Die 4 Funktionen
u(r) PR
Yo (T) = TY}m(:U) : (l=0,1,m=—I,...,1).

bilden eine orthonormierte Basis im Raum der Eigenfunktionen von H° zur Energie Ey =
—1/4Ry. Allgemein ist
<wnlm‘x3‘wnl’m’> =0 s (614)

falls m # m/, da M3 mit x3 vertauscht. Ebenso gilt (6.14) falls [ = I’, da dann die beiden
Faktoren des Skalarprodukts ungleiche Paritiit haben. Die 4 x 4-Matrix (op | H|¢oym:)
hat also die sehr einfache Form:

haoo Y210 Yor1 Va1
V200 0 € 0 0
Pa10
o1t
a1

e = —eE (1ogo|r3|th210) = —eE/ dr ugo (1) rugy (1) /dQ Yoo cos(0)Y1o
0

N [ J/

(6.15)

o O M

0 0 0
0 0 0
0 0 0

—3v3ag 1/\/§
= 3eapE , (ap = Bohr-Radius) .

Diese Werte erhélt man durch Berechnung der normierten radialen Eigenfunktionen ugg(r)
und ug (1) unter Benutzung von (4.13). Ausgedriickt durch das Feld des Kerns

Epon = 5 = 5.14 - 10" Volt - m™!
a4y

im Abstand eines Bohr-Radius schreibt sich

E 4 E
- Eponrape = 6 = 6 Ry,

=3
c EBohr EBohr 2h2 EBohr
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ist also praktisch sehr klein gegen die Bindungsenergie des H—Atoms. Aus der Losung des
Eigenwertproblems fiir die Matrix (6.15) ergibt sich folgendes Bild:

Aufspaltung: Eigenfunktionen nullter Ordnung:
m=20 1

5 | \/5(%00 + 1210)
T o m=+1
- S EE— Va11, Y11

%(m — Ym0)

6.2 Variationsmethoden

Es sei H = H* nach unten beschrénkt, I, das Intervall (—oo, A) und I,(H) die spektrale
Projektion von H fiir dieses Intervall. Definition:

Ey =inf{\ |dim I, (H) > N}, (N=1,2,...). (6.16)
Typischer Fall:
dim I/\ ce
51
41
31
21
14
L L
E Ey, = E5 E, Es=Es=...= FE,
Esist F; < Fy < Ej3..., also existiert limy_.o.. Ey = F,, wobei auch E,, = oo moglich

ist. Die Zahlen Ey < F., bilden die Folge der aufsteigend geordneten, endlich entarteten
Eigenwerte von H unterhalb F.,, wobei mehrfache Eigenwerte entsprechend oft auftreten.

Satz 1. (Min—Max Prinzip)
Ex = inf max(y|H|Y) , (6.17)

dim M=N M
wobel das Infimum tiber alle Unterraume M der Dimension N zu nehmen ist und stets

||| = 1 vorausgesetzt wird. Im Fall Ey < E ist das Infimum ein Minimum.

Bemerkung. Das Beispiel H = p? (kinetische Energie eines Teilchens) zeigt, warum die
Unterscheidung von Infimum und Minimum nétig ist. Hier ist

00, (A>0),

also Fy=FEy=...=F,=0,
0, (A<0), P

dim I[,(H) = {
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aber es gibt keinen Zustand 1 mit (¢|H ) = 0.

Beweis von Satz 1. Die Eigenvektoren von H zu allen Eigenwerten < Fy spannen einen
Raum der Dimension < N auf. Jeder N—dimensionale Unterraum M enthélt also einen
Zustand ), der zu all diesen Eigenvektoren orthogonal ist, so dass

Ex < (WIH|Y) < max(vlH[))

Da dies fiir jeden Unterraum M der Dimension N gilt, ist auch

Ey < inf max(y|H|Y) .

~ dim M=N yeM

Sei nun A > Ey. Dann ist dim I,(H) > N. Der Bildraum von I,(H) enthilt also einen
N-dimensionalen Unterraum M und es ist

g%wmw <A\

Somit ist
inf max(|H|yp) < A

dim M=N peM

fiir alle A > Ey, also auch fiir A = Fy. Falls Ex < E., so wiahlen wir M aufgespannt
durch N Eigenvektoren 11, ...1y zu den Eigenwerten Fy,..., Ey. Dann ist

Ex = max(u|H|1)

fiir dieses M, und
Bx < ma(0] 1)

fiir alle M der Dimension N, also das Infimum in (6.17) ein Minimum.

Satz 2. Sei HM < H® beide beschrinkt nach unten. Dann gilt fiir die entsprechenden
Folgen
EV<EY, (N=12..). (6.18)

Beweis. Sei dim M = N. Fiir alle ¢» € M ist

(WIHD) < (IHP ) < max@HP|0) ,

also "
EW < m H®
N = wea;ﬂw V)

fiir alle M der Dimension N und folglich E](\}) < E](\?).

Satz 3. Sei M ein m—dimensionaler Unterraum (m < oo) und y,...%,, eine ortho-
normierte Basis in M. Dann ist

Ex<Ey, (N=1,...,m), (6.19)
wobei die EY, die aufsteigend geordneten Eigenwerte der Matrix (¢;| H |t)y) sind.
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Beweis. Die FY, (N = 1,...,m) sind die Eigenwerte des Operators PH P auf M, P=Pro-
jektion auf M. Es sei N < m und My der Unterraum, aufgespannt durch Eigenvektoren
Y1, ...¢N von PHP zu den Eigenwerten Fi, ..., E},. Dann ist
/= > = )
Ey = max (P|H|¢) > inf max(y|H|y) = Ey

Beispiel.

B 12 By

In dieser Situation kann man nur schliessen, dass H mindestens zwei Eigenwerte F; < Ej
und Fy < FEl besitzt — die Ey, > E, geben keine Information. Ein wichtiger Spezialfall
ist

Satz 4. (Grundzustand) Sei (¢|H|¢)) < E fiir irgend ein ¢, (||¢|| = 1). Dann hat H
einen endlich entarteten Grundzustand der Energie

E, < {(Y|H|Y) . (6.20)

6.3 Das Beispiel Helium

Das Helium-Atom besteht aus einem Kern (Z = 2) und zwei Elektronen, deren Wechsel-
wirkung wir als Stérung auffassen: H = HY + H' auf L?(R°®) mit

h2

2m

2

(A1+A2)—2e2<i+i), H =%

™ ) 12

H? =

wobei 1, = || und r15 = |7 —@5|. Der Kern ist fest bei ¥ = 0 angenommen. H vertauscht
mit

U: (3, %) — (L, T1)

und ldsst daher die beiden Eigenrdume von U (Symmetrie-Sektoren) invariant, ndmlich

H ={¢ | Uy =}, (1 symmetrisch) |

H™ ={¢| Uy =—y}, (¢ antisymmetrisch) . (6.21)

Dies gilt auch fiir H°, man kann daher das Stérungsproblem in H* und H~ getrennt
betrachten. Die entsprechenden Spektren von H? sind:

HY —e e
H- f o oo. .
—8 Ry —5Ry —4Ry 0
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mit den normierten Eigenfunktionen

7/’;50(51752) = ©100(Z1)P100(T2) (n=1),
R 1 - - - R
wflm(%‘l,xz) = E(wnzm(%)(ﬂwo(@) + SOnzm(SUz)%oo(xl)) ) (n>1),

zu den isolierten Eigenwerten

4
0_ _ E( i)
Bl= 4 (1+ ) (6.22)

Dabei sind die ¢, die Wasserstoff-Zustinde fiir die Kernladung Z = 2 (He™-Ion).
Im Intervall (—4 Ry, 0) hat H® noch oo viele Eigenwerte, die im Kontinuum eingebettet
sind — diese betrachten wir hier nicht. Unter dem Einfluss der positiven Stérung H'*
werden die Eigenwerte (6.22) nach oben verschoben, s. (6.18). Die Schwelle —4 Ry zum
Kontinuum bleibt jedoch unveréndert, da der Grundzustand von Het von der Abstossung
der Elektronen nicht beriihrt wird.

Der Grundzustand. Im normierten Zustand

p(@1,72) = f(r)f(rs) . f(r) = (ma®)" e/ (a>0)

wird
A= (A = — [ (ViR = —tn [ dr?lf()P = —a
(A1) = (Ay) / (V) w/o 2 () = —a?
(7Y = (7 1) = dn / drrlf ()P =a
0
ey =2 [Eoi o) [ dari P
:2/d3x1 f2(7“1)47r7“1_1 /07“1 drs T§f2<7“2>

:a_l/ dx:ve_x/ dy y?e™Y
0 0

) 83 [e%} x
— 4 d —ox d —py
a 8aap2 /0 X e A ye

Bei der Berechnung von (r;,) wurde verwendet, dass das Coulombpotential einer ku-
gelsymmetrischen Ladungsverteilung ausserhalb von ihr so ist, als ob sich die gesamte
Ladung in ihrem Mittelpunkt befdnde. Insgesamt:

=—a

o=p=1

5
(H) =2Ry- (o —da),  (H')=2Ry Za.
4 2
Ry — 7;”‘_7; o — % ag = —— = Bohr-Radius .

e Storungsrechnung 1. Ordnung. Hier wiihlt man ¢ als Grundzustand von H® (f =
Grundzustand von He'"), d.h. « so dass (H°) minimal wird:

H% = EY = —8R;
a=2: () ! y} (H) = —5.5Ry,

(H') = +2.5Ry
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entsprechend einer Energiedifferenz (Ionisierungsenergie) von 1.5 Ry zur Grundzustands-
energie des He™.

e Variationsrechnung. Hier wihlt man « so dass

27
(H) =2Ry- (a® — ga)
minimal wird: )
27 27
= — HY= -2 = —b5. )
T (H) Ry(16> 5.695 Ry

Da die Eigenwerte in H~ > —5Ry sind, liegt der Grundzustand von Helium in H*, mit
einer Ionisierungsenergie > 1.695 Ry.

Angeregte Zustinde. In erster Ordung Stérungsrechnung ist die Verschiebung der Ei-
genwerte in H*:

unabhéngig von m. (Dies ist eine Folge des auf Seite 80 behandelten Wigner—Eckart
Theorems.) Die [-Entartung hingegen wird aufgehoben, ebenso die Entartung zwischen
H* und H~: man findet

AE:I =Dy * Anl ’

1 = —
D, = 62/d3x1d3$27ﬂ_|(p100(x1)90nlm<w2)|2 ;

12

& 1 =N — N2
Ap = 62/d31’1d3$2T—@loo(lﬁl)@nlm(fﬁl)@loo(%%@nlm($2) )
12

beide unabhéngig von m. Nebst dem direkten Integral D,,; ist auch das Austauschin-
tegral A, positiv, denn A,; ist von der Form

— — 1 . —
A= [ Paaty? DP9 _ L /d3E*-E*>o 6.23
= [y S - L [ e @) B@) >0, (6.2
wobei — in Analogie zur Elektrostatik — E(Z) das von der komplexen Dichte p(Z) erzeug-
te elektrische Feld ist. Das Austauschintegral sorgt also fiir die Aufhebung der Entartung

zwischen H* und H ™, und zwar so, dass die entsprechenden Eigenwerte in H ™ tiefer liegen
als in H™.
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H* H™
=t
ez
=2
Hydrogen
lavals
IlllllI Parahalium Orthofelium
eV IIIII|| §=0 : §=1
1l i
=N | Helium
i . energy
I, ' levels
_2= AT :
[ 2 3 o 2 3

Orbital angular momemntum [

Experimentell findet man 2 Termsche-
mata, zwischen denen es keine (oder
nur sehr schwache) Ubergiinge gibt.
Denn: Auch die Stérung durch ein elek-
tromagnetisches Feld erhilt die Sym-
metrie beziiglich Vertauschung der bei-
den Elektronen.

Quelle: hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/quantum /helium.html
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7 Drehimpuls und Spin

7.1 Symmetrien im Hilbertraum

Bevor wir zum eigentlichen Thema des Kapitels gelangen, soll der Zustandsbegriff und
insbesondere (3.3) nochmals erortert werden. Dem folgenden Satz gehen zwei Definitionen
voran.

Der Zustandsraum eines quantenmechanischen Systems ist ein Hilbertraum H iiber C.
Ein (reiner) Zustand ist ein Strahl: {\¢}, wobei ¢p € H, ||¢|| = 1 fest und A € C, [N\ =1
beliebig ist, und umgekehrt. Eindeutig sind reine Zusténde gegeben durch 1-dimensio-
nale orthogonale Projektoren II auf H:

Lo = |y){(¥]e)
(bzw. II = [¢) (¢0]). Sei II(H) die Menge aller solcher Projektoren.

Definition. Eine Symmetrie (zwischen H und H’) ist eine Abbildung S : II(H) —
II(H'), II — IT’, derart dass
tr (I 11,) = tr (TT7115) . (7.1)

Durch Strahlen ausgedriickt:

(i) [* = [(wrlvn) ]

Definition. Ein antilinearer Operator A : H — H' ist eine Abbildung mit
Atn) + Aalv2)) = MA) + XoAldha) . (N € C i) € H) .
Sein adjungierter Operator ist durch
(Pl A™) = (¥[Ad),  ([¢),|¢) € H)
definiert (beachte den Unterschied zu (3 .4)). Eine antilineare Isometrie liegt vor, falls
(Ad|AY) = (¥]0) ,

d.h. A*A = 1. Ist ferner A invertierbar oder, dquivalent dazu, AA* = 1, so heisst A
antiunitar.

Es gelten die Regeln wie im linearen Fall. Beachte allerdings

(M) = A*X = AA* . (7.2)

Satz. (Wigner) Jede Symmetrie ist dargestellt als
S(I1) = Unu* (7.3)

(d.h. ¢’ = Uv) mit U einer entweder linearen oder antilinearen Isometrie. U ist eindeutig
bis auf Multiplikation mit einer Phase ¢ € C, |¢| = 1.
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Beweis. s. Anhang D.
Bemerkung. Ist die Symmetrie umkehrbar, so ist U unitéir oder antiunitéar.

Diskrete Symmetrien. Wir betrachten zunéchst ein klassisches Teilchen im Raum (oder
stillschweigend mehrere), bei dem dynamischer und kinematischer Impuls {ibereinstim-
men: p = mx. Die diskreten Symmetrien Raumspiegelung P und Zeitumkehr 7" sind

P:(Z,p)— (=%, —-p),
T:(Z,p) — (&,—p) .

Sollen P,T auch Symmetrien im Sinne obiger quantenmechanischer Definition sein, so ist
von den Operatoren Up, Ur aus Gl. (7.3)

UpzUp = —x; , UppiUp = —p;i ,
UrziUr = z; | UrpiUr = —pi
zu verlangen. Insbesondere ist Uplp;, z;]Up = [pi, x;], Urlpi, ;JUr = —[pi, z;]. Vergleich
mit [p;, x;] = —ihd;; zeigt, dass Up linear und Uy antilinear sein muss.

Fiir eine Symmetrie S mit S* = 1 folgt aus (7.3) fiir das entsprechende U
U?=c

mit |¢| = 1. Im linearen Fall kann durch Wahl der (unbestimmten) Phase von U ¢ = 1
erreicht werden. Im antilinearen bringt dies nichts; hingegen folgt aus U?U = UU?, dass

c=c. Also
02 1, (linear),
+1, (antilinear),

wobei das Vorzeichen eindeutig durch S bestimmt ist. Insbesondere folgt aus P2 = T% = 1
U =1, UZ=cr==1.

Fiir ein Teilchen im R3 ohne weitere Freiheitsgrade (Spin), also H = L?(R3?), erfiillen die
Abbildungen

UpY)(&) = —(=2),  (Urd)(@) = (@)
alle obigen Vorgaben und zwar mit ¢y = +1. Allgemein ist S eine Symmetrie des
Hamiltonoperators H, falls fiir das entsprechende U gilt

. —iHt/hry (linear)
Ue it — (1) Q€ 7 ’ 7.4
e(t) eHHYRLT (antilinear), (74)
mit |c(t)] = 1. Im Fall 5% =1 folgt daraus
=1, (75)

(s. unten). Aquivalent zu (7.4) ist dann, und zwar in beiden Fillen,
U,H| =0,
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wie man durch Ableitung nach ¢ sieht.

Beweis von (7.5). Im linearen Fall folgt aus (Ue /MU = U(e /")) und (7.4), dass
c(t) = c(t), also ¢(t) = +£1 und ¢(t) = 1 aus ¢(0) = 1 und Stetigkeit. Im antilinearen Fall
multipliziere man (7.4) mit (U*)?; da (U*)* = +1 kann dies links von links und rechts
von rechts geschehen: U*e /" = ¢(t)eif!/"*, Das Adjungierte davon (beachte (7.2)) ist

(7.4) mit c(t) — c(t). Es folgt ¢(t) = 1 wie vorher.

Auch fiir Systeme, bei welchen 7, p'keine Observablen sind, ist die Zeitumkehr antilinear.
Denn t — —t als Symmetrie des Hamiltonoperators bedeutet sinngemiiss Upe /7 =
eZiaW/heilit/hT . Wire Uy linear, so wiirde folgen

Up(H + &)Ur = —(H + &)

und insbesondere miisste das Spektrum bei geeigneter Verschiebung des Energienullpunkts
symmetrisch bzgl. A — —\ sein. Diese an sich schon restriktive Bedingung steht im Wi-
derspruch zum Spektrum typischer Hamiltonoperatoren, welches nach unten beschrankt,
nach oben aber unbeschrankt ist.

Kontinuierliche Symmetrien. Sei G eine zusammenhéngende Lie-Gruppe. Eine pro-
jektive Darstellung von G in H ist eine (umkehrbare) Symmetrie S, : II(H) — II(H)
fiir g € G mit

Sy 0Sh =S4, Sy(II) stetig in g. (7.6)
Nach dem Satz entspricht der Symmetrie S, eine (bis auf eine Phase eindeutigen) Abbil-
dung U, : H — H mit

Sy(IT) = U,IIU;
und (7.6) bedeutet
UgUh - W(g, h)Ugh

mit w(g,h) € U(1) = {z € C| |z| = 1}. (9 — U, heisst ebenfalls projektive Darstellung

von G). Insbesondere ist U, unitdr (und nicht antiunitér), da jedes g € G' von der Form
g = h? ist. Durch Betrachtung von U,U,U, folgt

w(f, glw(fg, h) = w(f, gh)w(g, h) (7.7)

und speziell w(g,e) = w(e,g) = w(e,e), (e: Einheit in G). Die Phase w(g, h) ist nicht
eindeutig: Unter der “Eichtransformation” U, — A(g)U, mit A(g) € U(1) geht sie iiber in
die dquivalente Phase

w'(g,h) = w(g, )A(g)A(h)A(gh) ™" . (7.8)
Insbesondere ist U, dquivalent zu einer (iiblichen) Darstellung, falls w’(g,h) = 1 erzielt
werden kann.

Satz. Betrachte die Listen von zusammenhéngenden Lie-Gruppen:

(i) SO(n), Euklidische Bewegungsgruppe, A(4) (Lorentz-Gruppe), P(4) (inhomogene Lo-
rentz-Gruppe); )
(ii) R (bzgl. +), SU(n), Spin(n) (n > 2), universelle Uberlagerungsgruppen aus (i).

In einer geniigend kleinen Umgebung von e € G kann w(g, h) = 1 gewéhlt werden. Fir die
einfach zusammenhingenden unter ihnen (Liste (ii)) gilt dies global. Dann ist jede
projektive Darstellung von G zu einer (iiblichen) unitéren Darstellung dquivalent.
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Nicht in die Liste aufgenommen werden diirfen R™ (n > 2), sowie die Galilei-Gruppe.

7.2 Drehungen

Unter einer Drehung R € SO(3), ¥ — RZ eines quantenmechanischen Systems &dndern
sich seine Zusténde ¢ € H geméss ¢ — U(R)1, wobei U(R) eine unitére Darstellung
von SO(3) ist, d.h.
U :S0(3) — Z(H) = {lineare Abbildungen H — H} ,
R+ U(R) (7.9)

ein Homomorphismus ist,
U(R)U(R2) =U(R1Rs) , Ul) =1,
der unitér ist: U(R)™' = U(R)*.
Beispiel. Vgl. (3.58):
H=L*R’),  (Uo(R)¥)(T)=w(R'T). (7.10)

Bemerkung. Nach dem vorigen Abschnitt erfordert die Quantenmechanik bloss, dass
die Darstellung der SO(3) eine projektive ist. Wir iibersehen dies zunéchst, kommen aber
spater auf Seite 76 darauf zuriick.

Infinitesimale Drehungen sind Elemente 2 des Tangentialraums an SO(3) im Punkt
1,
a-Lre (7.11)
Cdt =0 '
wobei t — R(t) eine differenzierbare Kurve in SO(3) durch R(0) = 1 ist. Mit €, und Q9

sind dann auch

d
O{lQl + OéQQQ = aRl(Oéleg(OéQt) 0 y (041,042 € R) s
d
RO R = %RRl(t)R‘l . (R € S0(3)), (7.12)
t=
d
[Qb QQ] - £R1<t>Q2R1 (t)_l 0
infinitesimale Drehungen: Diese bilden mit der Klammer [-, -] die Lie-Algebra so(3) von
SO(3). Wegen
RT(HR(t) =1 = Q'+a=0,
Q' +Q=0 = (em)T(th) — T _

besteht so(3) aus allen antisymmetrischen 3 x 3-Matrizen. Jede solche Matrix ist von der
Form

0 —Ws3 W2
Q((D) = w3 0 —w1 ’
—W9 w1 0

d.h.
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Q)T=JAT (7.13)
mit & = (wy,ws, wq) € R3. So ist dimg so(3) = 3, z.B. mit Basisvektoren
O =Q@E),  (i=1,2,3),

wobei {¢;} die Standardbasis fiir R? ist. Fiir & = wé, (|e] = 1) ist @ = R(&,wt) die
Drehung um Achse € und Winkel wt. Es gilt:

RQ@R = QRI),  (ReSO(3)),
also [Q(dy), Q(d2)] = Q&) A W) und insbesondere
[Q1, Q] = Q3 (und zyklisch). (7.14)

Jeder unitdren Darstellung (7.9) der SO(3) auf H entspricht nun eine Darstellung der
s0(3):
d
UQ):= dtU(R(t)) . (7.15)
mit Q, R(t) wie in (7.11). (1. Genau: falls dim H < oo; ansonsten ist U(f2) ein unbe-
schriankter Operator mit ¢ € D(U(Q2)) genau dann, falls U(R(t))vy differenzierbar ist. 2.
U(Q) ist eindeutig durch € bestimmt, obschon es R(t) in (7.11) nicht ist.) Die Abbildung

Q — U(Q) ist namlich ein Homomorphismus der so(3):

U1 + asfds) = U () + U (§22) (o, 0 €R) (7.16)
U ([, 2]) = [U(E0), U(R)]
wobei letzteres aus
URQR ) =URUQU(R)™, (R € SO(3))
folgt. Dass die Darstellung unitér ist, bedeutet nun
UQ) =-U(Q)
Fiir jedes & € R? definieren wir den selbstadjungierten Drehimpulsoperator
M (@) = iU(Q(d)) , (7.17)
also ;
M(@)=> Mw,
i=1
wobei die Vertauschungsrelationen der M; = M (é;)
[My, M) = iM; (und zyklisch) (7.18)

lauten.
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7.3 Irreduzible Darstellungen

Eine Darstellung auf H heisst irreduzibel, falls {0}, H ihre einzigen invarianten Teil-
rdume sind. Jede Darstellung zerfillt in eine direkte Summe irreduzibler, sodass es geniigt,
letztere zu klassifizieren. Wir tun dies fiir so(3), denn damit erfasst man wegen (7.15) auch
die von SO(3). Ferner setzen wir dim H < oo voraus (was fiir die Anwendungen geniigt),
nicht aber, dass die Darstellung unitér ist (M; = M}, i = 1,2,3). Sei

My = M, +iM,
(Auf- und Absteigeoperatoren), sodann (7.18) gleichbedeutend ist mit
(Ms, My = £My ,  [My,M_]=2M;. (7.19)

Sei v ein Eigenvektor von Ms:
My = z¢
fiir ein z € C. Damit ist auch z & 1 ein Eigenwert, sofern M1 # 0:
MMyt = My Msp + [Ms, My ] = (2 £ 1) My .

Da dimH < oo, kann dieses Argument nicht beliebig wiederholt werden: Es gibt einen
Eigenwert j € C mit Eigenvektor v;, derart dass

Mz = gy, Miy;=0.
Wir setzen induktiv
M_vy =t hm (7.20)
fir m = 4,7 — 1,...; somit ist
Mz, = map,, . (7.21)
Auch diese Folge muss abbrechen, d.h. es gibt ein k € N, sodass
Vi #0, M_;_p,=0. (7.22)
Falls
Mithm = pimm1 (7.23)

(was fiir m = j zutrifft mit p; = 0), so gilt auch

Mithy—1 = My M_tp, = [M+7 M—]wm + M_Mitp,

Es folgt induktiv
pm =30 +1) =m(m+1) = (G =m)(G+1+m).

Die Bedingung (7.22) besagt p;_,_1 = 0, also 2j = k:

1,2 (7.24)



Jeder irreduziblen Darstellung entspricht damit ein solches j. Umgekehrt verifiziert man,
dass M;, M., durch (7.20, 7.21, 7.23) auf Basisvektoren ;,...,¢_; definiert, (7.19)
erfiillen und somit eine Darstellung D; der so(3) liefern. Darin ist
M? = M2+ M2 + M2 = My M + Ms(Ms T 1)
ein Vielfaches der 1: B
My =3+,  (beDy), (7.25)
denn dies gilt fiir ¢ = 1; und M? vertauscht mit M;, (i=1,2,3,+,—).

Satz. Die endllich dimensionalen irreduziblen Darstellungen D;, der so(3), s. (7.14) sind
parametrisiert durch (7.24) mit dimD; = 25 + 1. Es gilt (7.25).

Ist die Darstellung unitér, d.h. M; = M}, (i = 1,2,3), und damit M} = Mz, so ist eine
orthonormierte Basis (Normalbasis)

{13, m)} e
fir D; durch
. (h . .
17.9) = II@DJ‘II , VHBmldm) = M_|j,m+1)
J

gegeben. Diesbeziiglich ist
M?|j,m) = j( +1)]j.m)
Ms|j,m) = mlj,m) , (7.26)
Mylj,m) =/j(G+1) —m(m+1)|j,m=1).

J

Fiihrt man umgekehrt ein Skalarprodukt ein, indem man die Basis {|j,m)};,__; als or-

thonormiert erkldrt, so ist die Darstellung D; unitér.
Beispiele. 1. Die 1-dim. Darstellung Dy ist trivial: M; = 0.

2. Die fundamentale Darstellung ist auf H = R?® (besser: C*) mit U(R) = R, bzw.
U(Q) = € Sie ist irreduzibel, hat Dimension 3 und ist somit isomorph zu D;. Dasselbe
gilt fiir die adjungierte Darstellung auf H = so(3) (besser: die Komplexifizierung so(3)¢)
mit, s. (7.12, 7.15),

U(R)Y = ROR™, U(21) = [, Q] .

Fiir spiteren Gebrauch sei hier die Normalbasis {|1,m)}! _ ,der Darstellung D; auf C?
angegeben:
1 1 —
L1) = —(@+id), [1,00=—&, |1,-1)=———(&—i&)(= —|L1)). (7.27
1,1) \/5(1 ) 1,0) 3 1, -1) \/5(1 2)(=—[1,1)) . (7.27)

Es ist ndmlich M;7 = i€; A &, also M.LZ = i(€) £i€y) A Z. Offenbar geniigt der erste Vektor
(1,1]1,1) = 1 und M;|1,1) = 0, und die restlichen beiden folgen durch Anwendung von
M_. Damit ist (7.26) erfiillt.

3. Der Raum )Y, der Kugelfunktionen zum Index [ = 0,1,2,... (s. Anhang B) trigt die
Darstellung D;, da M? = (I + 1) und dim Y, = 21 + 1.

Fiir jede Darstellung D;, die aus SO(3) stammt, ist j ganzzahlig, d.h. j =0,1,2,..., denn
wegen U(R(é3,p)) = e 3% und R(e3,27) = 1 ist |j,m) = e 2™™|j,m), also m € Z.
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7.4 Einschub: Zusammengesetzte Quantensysteme

Wie baut man zwei Teilsysteme zu einem Gesamtsystem zusammen? Beispiel: der Hil-
bertraum L?(R®) der 2-Teilchen-Wellenfunktionen (7}, #) wird aufgespannt durch die
(Tensor)produkte:

P& (3) = (v @ ) (T, T)

von 1-Teilchen Wellenfunktionen ) € L?(R?). Allgemein: der Hilbertraum des Gesamt-
system ist das Tensorprodukt der Hilbertrdume der Teilsysteme:

H=HDoH?. (7.28)
Die Definition davon ist durch folgenden Satz gegeben:

Satz. Das Tensorprodukt H" @ H® zweier Vektorrdume, H®, (i = 1,2), und eine
Abbildung ® : HM x H® — H® @ H® sind (bis auf Isomorphie) durch folgende
Eigenschaft bestimmt: Zu jeder Bilinearform b : H" x H® — C gibt es genau eine
Linearform [ : HY ® H® — C mit

10V @v?) =bW @) WD eHD)  dh
HO x H@ 2>
i®/
HY @ H®

Sind H Hilbertriume, so auch H" @ H®, und zwar mit Skalarprodukt bestimmt durch

Die konkrete Herstellung des Tensorprodukts ist: Sind {em ", (n; = dimH®), Basen
fir H, so ist die Produktbasis

(1) (2) \m1,m2
{6m1 ® €m2 mi,ma=1

eine fir HY @ H®

Eine Motivation des Postulats (7.28) ist: Der Raum der Zustédnde des zusammengesetz-
ten Systems enthélt solche die durch Angabe der Zusténde der Teilsysteme gegeben sind,
P ® ?) | sowie auch deren linearen Superpositionen. Man beachte den Unterschied zu
klassischen Systemen, wo es beim kartesischen Produkt £2; x €25 der Zustandsrdume der
Teilsysteme bleibt. Der Unterschied ist weniger eklatant, wenn auf der klassischen Seite
nicht Zustédnde, sondern Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber diesen herangezogen wer-
den. Solche Verteilungen werden ebenfalls iiber das Tensorprodukt aus denjenigen der
Teilsystemen erzeugt: M (2; x 5) = M () @ M (), wobei M(£2) der Raum der Masse
iiber €2 bezeichnet. (Diese Tatsache widerspiegelt sich in der Moglichkeit von Korrelatio-
nen zwischen den Teilsystemen.) In Anbetracht der probabilistischen Interpretation der
Quantemechanik ist letzterer Vergleich eher berechtigt.
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7.5 Addition von Drehimpulsen

Drehungen eines zusammengesetzten Systems sind durch die Tensorproduktdarstel-

lun
© UR) =UYR)@UPR), (ReSO(3)) (7.29)

gegeben, wobei das Tensorprodukt von Operatoren A® auf H®, (i = 1,2), erklirt ist
durch
(A(l) ® A(2)) (¢(1) ® w@)) = AWy @ 4@y

auf HV @ H®. Aus (7.15) folgt fiir die Drehimpulsoperatoren (7.17)
My=MP@1+10 M, (i=1,2,3), (7.30)

und dies soll auch die Definition des Produkts zweier Darstellungen der so(3) sein, die
nicht notwendigerweise von SO(3) stammen.

Das Produkt von zwei irreduziblen Darstellungen D; zerfillt geméss der Clebsch-Gor-
dan Reihe
Dj, ® Dj, = Dji4j, © Dji4jo-1D ... D Dyji—jy) - (7.31)

Beweis. Die Vektoren der Produktbasis sind Eigenvektoren von Mj, vgl. (7.26, 7.30),

Ms|j1,m1) @ |ja, ma) = (mq + ma)|j1, m1) @ |j2, m2) .

Aus der Figur ersiecht man: Die Vielfachheiten des Eigenwertes m = my + my ist

fir m=7147 1
fir m=75+j—-1 = 2

fir m = |j1 — jo 1 2min(jy, j2) + 1
fir m=1j; —j—1 : 2min(j,j2)+1

falls m > 0 und gleich unter m — —m. Daraus folgt: Keine irreduzible Darstellung
D; mit j > j; + j2 kommt in D; ® Dj, vor; Dj 1, kommt einmal vor und enthélt je
einen Eigenvektor mit Eigenwert mit m = —j,..., 7. Der verbleibende Eigenvektor mit
m = j1 + j2 — 1 bedingt eine Darstellung Dj, 1,1, und so weiter bis Dy, _j,|. O
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Bemerkung. Im Fall j; = j, = j kann man auf D; ® D; die Vertauschung Fy9) :
Y1 @ Py — 1Py @ 1y definieren. Dann ist Dy; in (7.31) symmetrisch unter Vertauschung
(Pa2¥ = @ fiir ¢ € Dy;) und Dy;—; antisymmetrisch; und so alternierend weiter. Dies
folgt aus obigem Beweis, denn |j, j) ® |7, j) € Dy; ist symmetrisch und dasselbe gilt fiir alle
weiteren Vektoren in Dyj, da [Pi2), M_] = 0. Fiir festes m zerlege man den Eigenraum
Mz = ma) in den symmetrischen und antisymmetrischen Unterraum. Die Figur zeigt:
Bei m ~ m — 1 wachsen die Dimensionen der beiden Unterrdume alternierend (bis zu
= 0). Die Behauptung folgt induktiv.

Beispiel. Es ist Dy @ D1 = Dy & Dy mit Tensorproduktbasis {13.3). 13, —3), | —

1 l) | —
272
—3)}. Basisvektoren fiir die Teildarstellung D (Triplettzusténde) sind |3, 3) = |1,

1,

da M3 5,30 = (3 +3)I3,3), sowie die weiteren durch M_ erzeugten Vektoren:
1 1
1,1 —, =
1,1 1 11
1,0) = (|2, — =)+ | — =, = 7.32
1 1
1) =|— =, —=);
11 =115

fiir die Teildarstellung Dy (Singlett) einer zu (7.32) orthogonaler Vektor |0, 0) mit M3|0,0) =

0:
1,1 1 11

3 -5-1- 5.3 (759

Die Symmetrieeigenschaften von Triplett— und Singlettzustédnden sind evident.

|O’O> -

7.6 Die quantenmechanische Drehgruppe SU(2)
SU(2) ist die Gruppe der komplexen 2 x 2-Matrizen V' mit
VVvV=1, detV =1.
Infinitesimale Elemente
dv(t)
dt li=o
(V(t) differenzierbar, V' (0) = 1) sind komplexe Matrizen mit

A= (7.34)
A"+ A=0, trA=0,
(verwende logdet V' (t) = tr log V/(¢)). Sie bilden die Lie-Algebra su(2), versehen mit
[Ay, Ag) = A1 Ay — As Ay,
vgl. (7.12). Wieder enthilt sie ndmlich mit A auch
A =VAV", (V eSU(2)) . (7.35)

Die Elemente A € su(2) sind von der Form

. .3 .
o _, __i as ayp — 1@2 _ __, N
A= A@) = 2(a1+ia2 _ ) E: =-—50d
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(@ = (ay,as,a3) € R?) mit Pauli-Matrizen

01—<(1)(1)), 02—(?Bi>, 03—((1)_01). (7.36)

Insbesondere ist dimg su(2) = 3 und eine Basis ist
(j=1,2,3).
Die Matrizen (7.36) erfiillen

005 = (5”][ -+ igijkak

(€123 = +1 und ¢;;;, total antisymmetrisch), d.h.

-

(G-a@)(G-b)=(a-b)1+id- (@AD). (7.37)

Damit ist .
[A(a@), A(b)] = A(@AD) , (7.38)

bzw.

[Ay, As] = As (und zyklisch).
Die Lie-Algebren su(2) und so(3), s. (7.14), sind isomorph tiber
R :su(2) —so(3), A(D) — Q&) , (7.39)
d.h. 4; — Q;,(j = 1,2,3). Die Abbildung R : A — Q ist durch
[A, A(a)] = A(Qa) (7.40)

charakterisiert, wie man mit A = A(J), Q = Q(&) aus (7.13, 7.38) sieht. Die irreduziblen
Darstellungen der su(2) sind damit die D; aus dem Satz auf Seite 70.

Jede Darstellung U(V') der SU(2) liefert eine der su(2) durch, vgl. (7.15, 7.16),

U(A) = %U(V(t)) ~ (7.41)

mit a, V(t) wie in (7.34). Diese bestimmt U (V') wegen
U(eAt> _ eU(A)t ]

Beispiele. 1. Die fundamentale Darstellung der SU(2) ist auf H = C* mit U(V) =V,
bzw. U(A) = A. Sie ist irreduzibel, hat Dimension 2 und ist somit isomorph zu D:.

2. Die adjungierte Darstellung der SU(2) auf H = su(2) (oder H = su(2)c¢) ist, s. (7.35),
UV)A=VAV, (V € SU(2)) .

Als Darstellung der su(2), U(A)B = [A, B], ist sie wegen (7.38) isomorph zur fundamen-
talen Darstellung D; der so(3). Insbesondere hat sie Dimension 3.

Im Unterschied zum Fall von SO(3) gilt hier auch die Umkehrung von (7.41):
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Satz. Jeder Darstellung D;, (j = 0, %, 1,...), der su(2) entspricht eine, U;, der SU(2).
Dabei gilt '
U;(=V) = (-1)¥U;(V) . (7.42)

Beweis: induktiv nach j. Die Behauptung gilt fiir j = 0, 1. Gilt sie fiir j, so ist U(V) :=

U;(V) ® V eine Darstellung auf D; ® D% = D];% 53] DH%’ s. (7.31), mit U(=V) =

(=1)¥*'U(V). Dies gilt auch fiir die irreduzible Teildarstellung D; 1. O

Notation. Die entsprechenden Darstellungsmatrizen bzgl. der Normalbasis bezeichnen
wir mit Uf,z,)m(V):

UW)ljm) = 3 Upla(V)lim') - (V € 8U(2)) (7.43)

m/=—j
(Normalform der Darstellung).

Bemerkung. Es gibt keine co—dimensionale unitére irreduzible Darstellungen der so(3),
wohl aber nicht unitére.

Nach dem Satz ldsst sich die Darstellung (7.39) zu einer von SU(2) heben. So erscheint
SO(3) als Darstellung der SU(2):

R:SU22) —SO(3), V= R=R(V) (7.44)

mit

V =A@ R = U (7.45)
Die Abbildung ist charakterisiert durch

VA@V™"' = A(Ra) , (7.46)

denn infinitesimal ist dies (7.40), vgl. Bsp. 2. Der Homomorphismus (7.44) ist surjektiv
(da jedes R € SO(3) von der Form (7.45) ist), nicht aber injektiv, da

R(V)=R(-V), (7.47)
s. (7.46); ja es ist VAV ™! = A fiir alle A € su(2) genau dann, wenn V = +1. Also:
SO(3) = SU(2)/{%1} . (7.48)

Die Zuordnung (7.44) kann anhand zweier Vollkugeln der Radien 27 und 7 veranschaulicht
werden:

R € S0(3)




e Durch R = R(€,¢p) = %®) ist jede Drehung eindeutig durch einen Punkt el
der Vollkugel vom Radius 7, {€p | |e] = 1,0 < ¢ < 7}, gegeben, bis auf die
Identifikation der Diametralpunkte (4-€, 7) wegen

k(€ ¢) = R(=€,2m — )

fir ¢ = 7. Insbesondere ist SO(3) nicht einfach zusammenhéngend. Eine zweimal
durchlaufene, nicht zusammenziehbare Schleife wird es aber. (Genauer: die 1. Ho-
motopiegruppe ist m1(SO(3)) =Z mod 2.)

e Wegen (¢ - €)* =1 fiir |e] = 1 ist durch Summation der Exponentialreihe
M) = o729 — ]lcosg —i(d-€) sing ;

damit ist jedes V = e ¢ SU(2) eindeutig durch einen Punkt €yp der Vollkugel
vom Radius 27 gegeben, bis auf die Identifikation aller Punkte des Randes wegen
e — _1. Insbesondere ist SU(2) einfach zusammenh#ngend.

Bemerkung. Mit (7.47, 7.42) liefert jede Darstellung D; mit j halbzahlig, d.h. j =
1/2,3/2,..., eine projektive Darstellung der SO(3). Umgekehrt sind die D;’s alle solche
Darstellungen der SO(3), denn sie stiften ebensolche der SU(2), also nach dem Satz auf
Seite 66 Darstellungen im engeren Sinn.

7.7 Der Spin des Elektrons

In einer Theorie ohne Spin wére ein Atom mit festem Kern (bei # = 0) und N Elektronen
in einem &usseren homogenen Magnetfeld (in 3-Richtung B = Béj3) beschrieben durch

H=Y (- (/) AF) + V(Fn,...7v),  A@) =

=1

(BAZ).  (7.49)

Hier ist m die Masse der Elektronen und V' das Coulomb-Potential der Wechselwirkung
der Elektronen zum Kern sowie untereinander. Es ist rotationssymmetrisch:

V(RZ,...RZy) =V (Z,...ZN) , (R €S0(3)) .
Behélt man nur die in B linearen Glieder, so ist
(7= (/)A) = — (¢/c)(5- A+ A1)+ (/0 A% = * = (e/e) B - (¢ A ) + O(BY)
da p'"- A= (1/2)eijupiBjry = (1/2)ejxBjrip; = /Tﬁ, und folglich
leln

H = Hy+ pupBM; (up = — = Bohrsches Magneton) , (7.50)
mc
wobei Hy das ungestorte Atom beschreibt und
N
> FAp;=L=hM (7.51)



der Gesamtdrehimpuls ist. Im Unterschied zu H ist H, invariant unter Drehungen
(Uo(R)Y) (T4, ... ZN) = Y(RZY, ... RTN) , (R €S0O(3)) .

Sei Fy ein endlich entarteter Eigenwert von Hj. Der zugehorige Eigenraum ist ebenfalls
invariant unter Uy und tragt somit eine Darstellung der SO(3). In der Regel ist diese
irreduzibel, denn die Wechselwirkungen zwischen den Elektronen heben allfillige Entar-
tungen zwischen verschiedenen Darstellungen auf, so wie beim He-Atom, vgl. Seite 62.
Jeder solche “einfache Term” Ej, von Hj trigt eine Drehimpulsquantenzahl j = 0,1, ...
und die natiirliche Vielfachheit 2j 4+ 1. Diese Entartung kann erst durch eine nicht rota-

tionssymmetrische Stérung des Hamiltonoperators aufgehoben werden, wie z.B. jene in
(7.50). In diesem Fall ist

wobel |7, m) die durch D; gestiftete Basis des Eigenraums von Ej ist. Demnach wére die
Aufspaltung AE,, = ugBm proportional zu B und ansonsten universell, d.h. unabhéngig

von N und Ej.
}Qj +1

ohne Storung mit Storung

Aus der Beobachtung der Spektren (Zeeman-Effekt) findet man hingegen

e 25 + 1 gerade, also j halbganz, fiir N ungerade;
e die Aufspaltung ist nicht universell.
Die theoretische Moglichkeit, dass die Drehimpulsquantenzahl j eines Systems halbzahlig

ist, wird offenbar durch das Elektron verwirklicht. Zu ihrer Implementierung soll der
Hilbertraum eines einzelnen Elektrons nicht L?(R?), sondern (Pauli 1927)

H = L2 (RS) ® (C2
sein. Darauf wirkt V' € SU(2) gemiss
U(V) =U(R(V)) @V,

wobei Up(R) die Darstellung von R € SO(3), s. (7.10), in der Theorie ohne Spin ist
und R(V') der Abbildung (7.44) entspricht. Der Freiheitsgrad mit Hilbertraum C? und
Darstellung D 1 heisst Spin

S =nM (7.53)
des Elektrons. In der (fundamentalen) Darstellung D ist M; = iU (A;) gegeben durch



Damit ist

0 1 00
M+:(o 0)’ M:(1 0)

und die Basis (7.26) ist gerade die Standardbasis fiir C?,

[N
I
N
O =
~__
|

— 12, |%,_%>:<(1’)E|_53> ; (7.54)

15

Spin nach oben, bzw. unten beziiglich der Quantisierungsrichtung e3. Eigenbasen fiir M,
bzw. My sind

. e—iﬂ'/4 1 . el7l'/4 _1

e = (1) —a- (1)
im/4 —in/4 .
. e 1 5 e 1

v =75 () —a-5 (1)

Der Gesamtdrehimpuls des Elektrons ist nun, vgl. (7.30),

J=L®1+1®5, (7.55)
wobei L = & A p neu als Bahndrehimpuls bezeichnet wird.

Fiir die Zustinde ¢ € L?(R3) @ C? gibt es verschiedene Schreibweisen. In der Spinor-
schreibweise wird ¢ : R® — C2, 7 — (Z) aufgefasst als 2-komponentige Wellenfunktion
von 7 mit dem Skalarprodukt

<wwz/fwwaw@%%

In der Basis (7.54) wird man also ¢ (%) darstellen durch den Spaltenvektor

= = ( Yre@ - 11 11
w@= (57D ) b 0@ = ven(@Ih D + @)

auf den die Spinoperatoren in offensichtlicher Weise wirken. Alternativ lasst sich ¢ auf-
fassen als komplexe Funktion von zwei Variablen 7, s:

GiRIX{-1/2,1/2 = C, (7)) $(@5), (7.56)
mit dem Skalarprodukt
Wl = Y [ Ero@selas) .
s=+£1/2

Der Zusammenhang mit der Spinorschreibweise ist ¥(Z, s) = ¥(Z), und die Bedeutung
der Spinvariablen s erhellt aus

(Ssy)(Z,5) = hsp(T, s) .

Zur Beschreibung der Zustdnde mehrerer Elektronen wird sich diese zweite Form besser
eignen.
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7.8 Der Satz von Wigner—Eckart

Sei ‘H ein Hilbertraum mit Darstellung U(V') der SU(2) > V. Definition: Ein Vektor-
operator W = Z?:l W,€; hat Operatoren W; als kartesische Komponenten mit dem
Transformationsverhalten

UVYW,UV) ™ = Z RiiW; | (7.57)

wobei R = R(V) € SO(3) wie in (7.44). Durch die Skalarprodukte W - &, (¢ € R3)
ausgedriickt bedeutet dies

UWVYW -&U(V)™ =W -Ré (7.58)

wegen Re; = Z?Zl R;;é;. Interpretation: Die Messung der Komponenten von W in der
gedrehten Richtung Re ldauft auf jene in Richtung € hinaus nach inverser Drehung des
Systems (U(V)™1).

Beispiele. 1. Der Drehimpulsoperator M einer Darstellung U(V), vgl. (7.17). Seine Kom-
ponenten M - = iU(Q(&)) erfiillen (7.58). Denn: Mit (7.41) folgt

UWVYUAUWV) P =UVAV ), (A € su(2))
und daraus mit (7.39, 7.46)
UWU Q@)U (V)™ = U(Q(RD)),

wie behauptet. Beispiele: Drehimpulsoperator L der Darstellung (7.10) auf H = L2(R3);
Spin S auf C2.

2. Der Ortsoperator # auf H = L?(R?). Denn mit (R~'%); = 3.7, Ry, folgt (7.57) aus
(7.10).

Die Normalkomponenten W, := W - |1,m) bzgl. der Basis (7.27) sind

1 1
V2 V2
Falls, wie in den Beispielen, W; = W}, so Wi = (—1)mW£172L* Beachte das lineare (statt

antilineare) Skalarprodukt von W mit der Normalbasis. So transformieren die Wy’ nach
(7.43) geméss

W= — W+, W =y, W = (W — i) . (7.59)

1
UVWRUV) = 3 U (W)
m/=—1
Vektoroperatoren entsprechen dem Spezialfall £ = 1 folgender Verallgemeinerung des
Begriffs: Allgemein heissen 2k + 1 Operatoren T ), (m = —k, ..., k) auf H Normalkom-
ponenten eines irreduziblen Tensoroperators vom Typ k, falls

k
vvyrPow) = S ol (vl (7.60)

m/=—k
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wobei Uy(:,zn(V) die Normalform der Darstellung Dy, der SU(2) ist. Im selbstadjungierten
Fall ist T, = (—=1)mT™*.

Satz (Wigner—Eckart). Sei U(V') eine unitére Darstellung von SU(2) auf H; ferner Hy, Hs
C 'H invariante Teilrdume, in denen U auf die irreduziblen Darstellungen D;,, D;, redu-
ziert, und |ji,m1), |j2, ms) die entsprechenden Normalbasen. Seien 7'%), 7®*) 1rreduzible

Tensoroperator vom selben Typ. Dann gilt:
Ao, ma| T |1, ma) = Ajo, ma| TP |51, ma) (7.61)

mit A, A nicht beide Null und unabhiingig von m my, mo. Weiter gelten die Auswahl-
regeln: Notwendige Bedingungen fiir (js, m2|T |]1, my) # 0 sind

jo€ {lin—k|, ;i =Kkl +1,...,00+k}, Mo =mi +m . (7.62)

Kurz: Die Matrixelemente eines Tensoroperators vom Typ k sind bis auf ein gemeinsames
Vielfaches eindeutig bestimmt.

Beweis. Zuerst der skalare Fall £ = 0: hier ist [T} O U (A)] = 0 und folglich [Téo), M;| =0.
Da die |1, m1), |j2, ms) Eigenvektoren von M2 und Mj sind, verschwinden beide Matrix-
elemente (7.61), ausser es gilt (7.62). Es bleibt also der Fall m; = my = m zu behandeln.
Das Verhéltnis (7.61) fiir ein m vererbt sich auf m + 1 dank (7.26) und [Téo),Mi] = 0.
Nun betrachten wir den allgemeinen Fall. Nach (7.43, 7.60) ist

U(V)TPja, ma) = UVYTPU V) UV jayma) = UE (VYUY ()T |jy, mb) |

m'm moms

d.h. die Vektoren T )] Ja, ma) transformieren sich unter U(V') wie die Vektoren |k, m) ®
j1,m1) der Produktbasis fiir die Darstellung Dy, ® D;,. Seien P, die orthogonalen Projek-
toren auf die irreduziblen Teildarstellungen D; der Clebsch-Gordan Reihe (7.31). Dann

ist BT, )| Jo, ma) =: |l,m + msy) eine Normalbasis fiir D; (bis auf die Normierung) und
Jitk
Goma | T g ma) = > (i ma [ BT o, ma) = (i, mal PR T30 |2, ma)
I=|j1—Fk|

falls jo (7.62) erfiillt, und = 0 sonst. Die Behauptung folgt nun aus dem skalaren Fall.
Entscheidend war, dass jede irreduzible Darstellung in (7.31) mit Vielfachheit 1 vorkommt.

7.9 Der anomale Zeeman—Effekt

Der Zeeman—Effekt besteht in einer Aufspaltung der Energieniveaus infolge eines Magnet-
felds und folglich auch der Spektrallinien, die den Ubergéingen zwischen diesen entspre-
chen. “Anomal” bezieht sich darauf, dass die Aufspaltung nicht universell ist, vgl. S. 77.
Der Spin erklért, nebst dem Auftreten halbganzer j, auch diesen Sachverhalt.

Der Atombau wird in Kap. 13 behandelt. Hier reicht: Energieniveaus (Terme) tragen
u.A. die Quantenzahlen [, s fiir den Bahndrehlmpuls L s. (7.51), und den Spin S aller
Elektronen; sowie j fiir den Gesamtdrehimpuls J = L+ S mit j=1l=sl,...;+s—=1,1+s
nach (7.31). Die Energien sind bzgl. j nicht entartet, sondern bloss bzgl. der weiteren
Quantenzahl m = —j,... 7 fir Js.

Die semi-empirische Beschreibung (Landé 1921) des Effekts lautet:
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e Die Aufspaltung eines Terms im Magnetfeld ist
AE,, = gupBm
mit gyromagnetischem Faktor

JU+1) =1l+1)+s(s+1)

g=1+ - 7.63
2j(j +1) (7.63)

e Die Uberginge geniigen den Auswahlregeln
j—=li=1....i+1,  m—mm=*l (7.64)

Bemerkungen. 1. Historisch richtig: Die Regel wurde anhand von Atomen mit einem
Leuchtelektron aufgestellt (Na, Mg*, ...), also fiir s = 1/2. Dort besteht die Feinstruktur
nur aus den Termen j =1/2, (1 =0), baw. j =1£1/2, (I > 0) und (7.63) lautet

2 +1
9= 911

(7.65)

2. Falls s =0, s0 g =1, vgl. (7.52). Falls [ =0, so g = 2.
3. Fiir zwei Terme mit ungestorten Energien F, < F, sind die moglichen Ubergangsener-
gien
Erpimy, = By — By + pupB(gama — gima) -
In der Regel sind die E,,, ., fiir alle zuldssigen Ubergéinge (7.63) verschieden. Z.B. fiir

Jo = j1 + 1 sind dies 3(2j; + 1) verschiedene Werte. Falls aber g; = g, = ¢ (“normaler”
Zeeman-Effekt) liefert E,,,m, = Fo — By + ppBg(ma — my) bloss 3 Werte.

Die dynamische Wirkung des Spins beruht auf einem magnetischen Moment

(& —

— —_ —S
2 90 2me )

bzw. nach Abspaltung S~ hS .
[i = —gokBS ,

wobei go der (postulierte) gyromagnetische Faktor des Elektrons ist. (Der klassische Wert
ist go = 1, insofern dieser einer rotierenden Kugel mit zueinander proportionalen Massen-
und Ladungsdichten entspricht.) Das magnetische Moment gibt Anlass zur Wechselwir-
kungsenergie ~B- i1 im Magnetfeld.

Im Folgenden beziehen sich E, S , J wieder auf alle Elektronen. Der Zeeman-Effekt wird
nun beschrieben durch H = Hy + H;, wobei H, rotationssymmetrisch ist,

[Ho, J] =0, (7.66)

die Feinstruktur bereits beriicksichtigt und

Hy = pupB-(L+gS)=pupB-(J+ (90— 1)S) . (7.67)
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Hingegen gelten [Hy, L] = 0, [Hy, S] = 0 nur, falls Hy unter separaten Drehungen in
Orts- und Spinraum invariant ist. Wegen der Spin-Bahn—Kopplung (einer relativistischen
Storung, s. unten) gilt dies zwar nicht; immerhin wird aber

- —

[Hy, L?] =~ 0, [Hy, S?) ~ 0 (7.68)

in guter Ndherung zutreffen. Insbesondere tragen Eigenzustinde von H, die erwidhnten
Quantenzahlen [, s, j.

Storungsrechnung: Sei Fy der Eigenprojektor eines Terms von Hy. Seine Aufspaltung ist
nach (6.8) durch die Eigenwerte von PyH; Py gegeben. Nun ist

Pogpozlipojpo,

denn nach dem Satz von Wigner—Eckart sind die Matrixelemente eines Vektoroperators
im Unterraum einer irreduziblen Darstellung D; bis auf einen Faktor bestimmt. Wegen
(7.66) ist auch [J, Py] = 0, also

PyJ-SPy= PyJPy- PySPy = kPyJ?Py = kj(j + 1) P, . (7.69)
Nun beniitzen wir die Operatoridentititen
I I, -
J-S= §(J2+82—L2),
PSPy~ s(s+1) =Py,  PL?Py=I(l+ 1P,

wobei die erste aus L = J — S folgt und die Néherung auf (7.68) basiert. Aus (7.69) ergibt

sich so o
JU+1) +s(s+1)—1(1+1)

2j(7+1)
und mit B = (0,0, B) die Zeeman—Aufspaltung: Die Eigenvektoren von PyH;F, sind die
von PyJ3Fy, d.h. |7, m), mit Eigenwerten

AE, = (1+ (g0 — 1)k)puBm .

Daraus folgt (7.63) sofern
9o =2, (7.70)

was bereits fiir den Spezialfall (7.65) erforderlich ist. Der Grund fiir (7.70) liegt in im relati-
vistischen Ersatz der Schrodinger—Gleichung (2.4), der Dirac—Gleichung. Diese begriindet
auch die Spin—-Bahn—Kopplung, womit sich auch die Feinstruktur als relativistischer Effekt
quantitativ erklédren léasst. In der Naherung, in welcher die Elektronen einem Zentralfeld
V(r) unterliegen (die Wechselwirkung zum Kern ist von dieser Form, jene zwischen den
Elektronen grundsétzlich nicht) lautet die Storung fiir ein Elektron

h? LdV ~

Da [f(r),L;] = 0, (i = 1,2, 3) fiir jede radiale Funktion f, vertauscht diese Stérung mit
L? und S? (nicht aber mit L;, S;). In dieser Nidherung ist (7.68) exakt.
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7.10 Einschub: Gemischte Zustiande

Ein Stern-Gerlach Analysator lenkt durch T(?
ein inhomogenes Magnetfeld B (neutrale) @
Spin %—Teilchen je nach Wert von S . & unter- AN
schiedlich ab; er bildet zusammen mit dem LB
Schirm die Messapparatur fiir diese Obser-

vable. Thre Spektraldarstellung ist

\

Schirm

/

S.é¢=-¢.-¢==-P, — —P_

2

| St

hp, T
2
mit

Py =|+&)(xdl = P; = P}, (7.72)
G-elte)==L|La). (7.73)

Teilchen im Zustand [¢) treten nach der Wahrscheinlichkeitsinterpretation auf Seite 25
an je einer den beiden Stellen des Schirms mit Wahrscheinlichkeiten

wy = (Y| Pe|y) = [(elv)[* (7.74)
auf. Dasselbe Ergebnis (fiir dieses Experiment) wiirde ein Strahl liefern, in dem Teilchen
mit Zustédnden |+ €) und | — €) in den Anteilen w, bzw. w_ vorhanden wéren. Es wére

aber falsch, eine solche statistische Mischung mit irgend einem (reinen) Zustand [¢) zu
identifizieren, denn andere Experimente vermogen sie zu unterscheiden. Beispiel: Besteht
die Mischung je zur Hilfte aus Zustdnden | 4+ €3) und | — é€3), so betragen die beiden
Wabhrscheinlichkeiten

1 - 1 . 1 1
wy = S{EEE) + S I(e] - &) = S £ = 3,

unabhéngig von der Richtung € des Analysators. Fiir jeden reinen Zustand |¢) ist aber
(7.74) von € abhingig.

Statistische Mischungen, die der klassischen Vorstellung von Wahrscheinlichkeit als un-

vollstéandige Information iiber den reinen Zustand des Einzelfalls entsprechen, gibt es

offenbar auch in der Quantenmechanik (gemischte Zustinde). Sie sind gegeben durch
Dichtematrizen, d.h. durch Operatoren P : H — H mit

P=P >0, (7.75)

trP=1. (7.76)

Bei derer Spektraldarstellung

P = wlen)

gilt wegen (7.75, 7.76)
W 2 0 s Zwk =1 9
k

was ihre Interpretation stiftet: P ist eine Mischung der reinen Zusténden |p;) mit Wahr-
scheinlichkeiten wj. Reine Zusténde entsprechen dem Spezialfall, wo ein w; = 1 ist und
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die restlichen = 0 sind, d.h. wo P = P? ein Projektor ist (der wegen (7.76) 1-dimensional
ist). Der Erwartungswert der Observablen A im gemischten Zustand P ist

(A) =tr PA = Zwktr lor) (pr|A) = Zwk il Aler)

d.h. gleich dem gewichteten Mittelwert der Erwartungswerte von A in den beteiligten
reinen Zustinden |¢y). Gemischte Zusténde kénnen “konvex kombiniert” werden: mit P;,
(i =1,2), ist

PZW1P1+WQP2 (777)

(w; > 0,wy + we = 1) auch einer, vgl. (7.75, 7.76). Falls Systeme in den Zusténden P,
vorliegen, so prapariert man P dadurch, dass man zufillig mit Wahrscheinlichkeiten w;
eines aus der beiden Sorten wéhlt.

Sie nun ‘H = C?, wie im Fall eines Spins % Der reelle Vektorraum
{komplexe 2 x 2-Matrizen P | P = P*}
ist 4-dimensional. Eine beziiglich des Skalarprodukts
(Pi,Py) = 5tr (PP
orthonormierte Basis ist

B 10 0 1 0 —i 10
w=t=(p 1) w=(V0) »=(10) =»=(s %)

Damit ist

me = po]l +7- ) (7.78)
mit
pi =tr(o:P) . (7.79)

Satz. Die Menge der gemischten Zustinden P iiber H = C? entspricht der Vollkugel
{peR3||p] <1} (Bloch-Kugel) mittels

P=_-(1+7p-7). (7.80)
Dabei gilt
e Der konvexen Kombination (7.77) entspricht
P = w1 P + wapo . (7.81)

e Die reinen Zustidnde P = |¢)(yp| bilden die Kugelflache {p'| |p] = 1}.

e Zwei reine Zustinde |¢;), (i = 1,2), sind orthogonal genau dann, falls pj, p> Dia-
metralpunkte sind.
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Beweis. Wegen (p'- 7)? = p?, s. (7.37), und tr (p"- &) = 0 sind die beiden Eigenwerte von
p- & gleich £|p], die von P also (po %+ [p]). Die Bedingungen (7.75, 7.76) bedeuten somit
po=1und (1 £ |p]) >0, d.h. (7.80) mit |p] < 1. Gleichung (7.81) ist klar. Rein ist der

Zustand, falls (1 + [p]) = 0,1, d.h. falls [p] = 1. Falls zwei davon orthogonal sind, so

bilden sie eine orthonormierte Basis:

T= e {eor] + [@2) (o] = AL+ Py .
Mit tro; =0, (i = 1,2,3), und (7.79) folgt 0 = py + po. O

Bemerkung. Im Fall eines Spins % sind die Zustédnde | + €), wo der Spin bzgl. € nach
oben bzw. unten zeigt, vgl. (7.73), identisch mit den reinen Zusténden (7.80) mit p’'= +é:

yia&a:%(ua&). (7.82)

Beide Seiten sind ndmlich gleich den spektralen Projektoren Py, s. (7.72), von & - €.
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8 Zeitabhingige Storungsrechnung

8.1 Das Wechselwirkungs—Bild

Die Schrodinger-Gleichung

L d|)
157 = (Ho + Hi(t))[¥)

wird durch den Ansatz _
1 ~
() = exp (ot ) 1500
transformiert auf

LdlY) =~
ih=t = Hi(t)|$ (1)) | (8.1)

Hy(t) = exp(iﬁHot)Hl(t) exp(—%Hot) :

Man nennt dies das Wechselwirkungs—Bild, da sich |YZ> nur dank der Storung H,(t)
zeitlich éndert. Zusammen mit einer Anfangsbedingung schreibt sich (8.1) als Integral-
gleichung
C ot
~ ~ 1 ~ ~
500 = [9(t0)) ~ 5 [ dtn F(t)l9(2)

to

mit der formalen Iterationslosung:

50) = 13000 + S (3)" [t [Ctas [ ) @) - (52

Wir nehmen an, dass H;(t) — 0 fiir ¢ — 400, und wir wihlen als Anfangszustand fiir
t = —o0 einen stationédren Zustand von Hy:

[(—00)) = [tho) , Ho|vo) = Egltbo) -

Es sei |J(t)> die Losung von (8.1) zu diesem Anfangszustand. Weiter sei

Holtr) = Exlin) Ey # Ey ,

mit einem einfachen Eigenwert E;. Dann ist

Wio = | (¢1](+00))|”

die Wahrscheinlichkeit, dass das System fiir ¢ = +oo die Energie E; hat (Ubergangs—
Wahrscheinlichkeit). Wegen (11 |¢) = 0 ergibt sich aus (8.2) in erster Ordnung Storungs-
rechnung (n = 1):

1 2

W10=ﬁ

1

h2

/ " it (L () )

o

2

/_ ot eXp(%(El — Eo)t) (¢r|[Hi () [o)| (8.3)

o
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Massgebend fiir Wy ist die Fourier—Transformierte der Anregung (| H(t)|¢o) zur Fre-
quenz

1
wio = 7 (B = Ey) (8.4)

Nur wenn die Fourier—Transformierte bei dieser Frequenz wesentlich # 0 ist, ergibt sich
eine merkliche Ubergangswahrscheinlichkeit, entsprechend der Bohrschen Frequenzbedin-

gung.

8.2 Atomare Ubergiinge

Als Beispiel untersuchen wir Ubergiinge in einem Atom unter dem Einfluss einer (endli-
chen) Lichtwelle. In der Coulomb-Eichung (div A = 0, ¢ = 0) lautet das elektromagneti-

sche Feld

EFE=———, B =rot A,
c ot
und damit der Hamiltonoperator fiir ein System geladener Teilchen:

N
1 - - -
H(t) = 35— (P = S A@ 1)+ V(@ .. 2) = Ho+ Hi(b)

1 QTnk
Yo
HO:ZQ—W*,erV(fl,...:EN) : (8.5)
k—lN . 2
H)=-Y %A@;k,t) ety 2722025(@,75) ,
k=1 k=1

(beachte 327 [ps, Ai] = —ih Y20, 0;A; = div A =0).

Dipolndherung. Atom bei Z; = 0. Die Wellenléinge des Lichts sei gross gegen den Atom-
durchmesser:

A(Z, )o(T1, ... Tn) ~ A0, )ho(T1, . .. Tn) -
Dann ist der letzte Term in H;(¢) ein nur von ¢ abhéngiges Vielfaches der 1 und triagt zu
|1(t)) bloss einen Phasenfaktor bei, der in Wy herausfillt. Es bleibt

1 €kpk 1 i =
Hy(t) = —-A(0,1) - —— = ——A(0,t) - =[Ho, D
(1) = ~2A0.0)- 35T = ~2A0.0)- 5l B),
N
D = g erTy (Elektrisches Dipolmoment) ,
k=1
unter Benutzung von
1 - Pk
H = —
h[ nyk] my,

87



Mit (¢ |[Hy, D)[tho) = hwio(th1|D|1bo) und partieller Integration wird

+o0 ) +00 i 1 - .
[ dtet o) = [ dee (<L 2(0.) - wiolir Blin)

—00 —0o0

teo 104 }
= _/_OO dt &1 (_Eﬁ(o’t)) . <¢1|D|¢0>

= —E(wm) ) <¢1‘5W0> )

wobel

~ “+o0
E(w) :/ dt E(t)e™!

(e}

die Fourier—Transformierte des elektrischen Feldes E(t) = E(0,t) an der Stelle & = 0 ist.
So ergibt sich:

Wio = | Elwno) - (| Bl (36)

Da E(t) reell ist, gilt

E(w) = E(-w)
und somit durch Fourier—Umkehr:
. 1 [ - ) = )
E(t) = —/ dw(E(w)e™" + E(w)e™") .
21 Jo

Das physikalische Feld ist im Wesentlichen der Realteil des komplexen Felds E (w)e it
mit w > 0. Auf solche Frequenzen beziehen wir nun die Ubergangswahrscheinlichkeiten
(8.6) aus. Wir erdrtern den Fall einer festen Polarisation ¢ € C3, (|¢] = 1). Dann ist

~
—

o~

E(w) = E(w)éund E(—w) = E(w)é. Bei Absorption ist E; > Ey, also wig > 0, und

1 /\ —
Wi = ﬁ‘E«UlO)‘Qle'D : 5WO>‘2 ) (8.7)
bei Emission ist E; < Ej, also wy; = —wig > 0, und
S 2 = = 2
Wio = E‘EWM)‘ |<¢1|D : 51¢0>‘ ~ (8.8)

Der erste Faktor in diesen Formeln hdngt mit der Intensitdt der Strahlung zusammen,
oder besser mit der Energie F' pro Flicheneinheit (senkrecht zum Strahl), die ein Puls
endlicher Dauer mitfithrt: Einerseits ist

- cC - cC > >
F= / at15(0)] = + / at|B(1)? = | B)f = 15 | dolE@)P.

T 8r2 )  4n?

wobei S der Poynting-Vektor ist. Betrachte andererseits Strahlung der spektralen Ener-
giedichte u(w) (insbesondere nicht monochromatische Strahlung) der Dauer 7'. Dann ist

F:c/ dw u(w)T .
0
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Der Vergleich liefert u(w)T = |E(w)|?/47% und zeigt, dass die Ubergangswahrscheinlich-
keiten proportional zur Zeit T sind: W = I'T’ mit Raten

2
I = u(wio) - %|<¢1\5 o) * = u(wio)Bor . (Absorption),
(8.9)
Fl(] = U(W01> h2 |<’¢1’D é12/)0>‘ =: (wgl)Bm s (Emission).

Sie liefern Ausdriicke fiir die Einstein-Koeffizienten aus (1.35) (beachte die umgekehrte
Reihenfolge der Indizes in B und I') und bestétigen (1.37), d.h. By; = B, da (1| Altg) =
(10| A*|1)1). Die Beschreibung der spontanen Emission (ohne Anregung durch ein dus-
seres Feld) erfordert die Quantisierung des elektromagnetischen Felds, s. Kap. 9.

Es sei &, ... €3 eine positiv orientierte kartesische Basis im R3. Wir unterscheiden folgende
Polarisationen € einer Welle der Fortpflanzungsrichtung éj:

e Rechts/-linkszirkulare Polarisation & = (€] i) /v/2 fiir &y = é3;

e Lineare Polarisation ¢ = e fiir ¢y L €3.

Die fiir den Ubergang [t/o) — |¢1) massgebenden Matrixelemente (1|A[t)g) sind somit:

rechts zirkular links zirkular linear
Absorption: Ey < E; \%(Dl +1iDy) \%(Dl —1iDy) D5
mog—mp=mog+1 mog—mi=mog—1 mg— myg
Emission: Ey > F; \%(Dl —iDy) \%(Dl +1iDy) D
mog—my=mg—1 mog—mi=mg+1 mg—myp

Ebenfalls angegeben sind die Auswahlregeln fiir einen Ubergang [¢) = |jomo) — |11) =
|71m1): Notwendig dafiir, dass das Matrixelement nicht verschwindet, ist

Jo— J1= |70 — 1|, Jo, Jo + 1

und my — my wie in der Tabelle. Dies folgt aus (7.59, 7.62). Uberginge, die demnach
verboten sind, kénnen aber in héher Ordnung der Storungsrechnung auftreten.

Bemerkung. Zumindest in den mittleren Ausdriicken (8.9) bezieht sich die spektrale
Energiedichte u(w) auf eine bestimmte Polarisation €. Ist sie unabhéngig davon und steht
sie, wie oft, bereits fiir die Summe iiber €, so ist das Matrixelement diesbeziiglich zu
mitteln. Das Resultat ist

I' = u(|wiol) -

W\ [Dlo) | (8.10)

—»

in beiden Féllen. Denn: fiir jeden Vektor d € C3 ist Z |d él? = |d|?/3.
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8.3 Die Goldene Regel

Als Vorbereitung berechnen wir die Ubergangswahrscheinlichkeit (8.3) innerhalb einer
Zeit 0 <t < T bei

(i) stationdrer Storung H,(t) = Hy = H{;

ii) monochromatischer Storung H,(t) = Hye ! + Hie!, (w > 0).
1

Wir fiihren die Rechnung zunichst fiir Hy(t) = Hye ! Dann ist die Zeitabhingigkeit in
(8.3) proportional zu ei@10=®)t = %t Mit

T ioT (
/ et gt — g - eid’T/Qsm(f)—T/Q) (8.11)
0 iw w/2
ist . in V7272
~ 2 2 /sin (wyg — w
Wi = T = — H 8.12
0= [(ldT) [ = |l (= 555 (8.12)
Fiir grosse T finden Uberginge |¢)o) — |1) im Wesentlichen nur fiir
2mh
h|w10—w| = |(E1—E0)—hw| < T (813)

statt. Im Fall (i) geniigt es w = 0 zu setzen. Im Fall (ii) kommt ein weiterer Beitrag
mit H; ~ Hf, w ~ —w hinzu, sowie vernachléssigbare Interferenzterme, falls die beiden
Intervalle (8.13) disjunkt sind.

Nun zum eigentlichen Thema, und zwar zu den Ubergingen nach Kontinuumszustianden:
Sei A C R ein Intervall im kontinuerlichen Spektrum von H, mit spektralem Projektor,
s. S. 25,

Pa(Ho) = /A 4E [b(E)) (4(E)|

und Kontinuumseigenzustinden |¢(E)): (Y (E)[¢(E')) = 6(E — E') (wir sehen vorderhand
von entartetem Spektrum ab). Die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs von |¢g) nach
[W(E)), (E € A)ist

W = ((T)| Pa(Ho)|[$(T)) Z/AdEIW(E)I@(T)HQ-

Aus (8.12) erhélt man

1

W= [ 4B @)l (

sin (wyg — w)T/2>2
(w10 —w)/2 ’

wobei F — Ey = hwyg, also weiter unten §(wyg —w) = hd(E — Ey — hw). Als Distribution
ist
<Sin T2

572 )Q%QWTé(J)) : (T — o),
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Zum Beweis sei bemerkt, dass wegen (8.13) nur der Vorfaktor der o-Funktion zu bestétigen
ist: Nach (8.11) und der Parseval-Identitét ist

> rsin@T/2\2 . 0
| (5l as=2e [ Ronwd=2eT,
wobei P 7} die charakteristische Funktion des Intervalls [0, T7] ist. So ergibt sich, dass W

proportional zu 7T ist mit Rate

2 (B + R o) (5.14)

(Goldene Regel). Voraussetzung ist 7' 2 2wh/|A|, I'T < 1.

Fao =

Im Fall (i) ist dies die Ubergangsrate Ty fiir Absorption Ey — E ~ Ey + hw. Hinzu
kommt jene fiir Emission Fy — E ~ EO — hw.

| (B — hw) | Hi )| (8.15)
Alternative Schreibweisen: e Mit
A
Pese(Ho) = [ dE[0(E)(w(E)

1st
21 d

hdA
ohne Bezug auf Kontinuumszusténde.

I‘abs - <1/10|H1P( oo)\)(HO Hl

Wo ’/\ Eo+hw ?

2m
Faubs_ 3 dE| |H1‘77D0 | 5 (E0+hw)) :
Oft werden Kontinuumseiggnzusténde nicht durch E selbst, sondern durch eine andere
Quantenzahl (z.B. Impuls k) gekennzeichnet, insbesondere bei Entartung. Zudem kann

selektiv nach Ubergingen mit ke M (z.B. der Kegel zu einem bestimmten Raumwinkel—
element) gefragt werden. Es ist Ho|vo(k)) = E(k)|bo(k)) mit (0o (k)|tho(K)) = 6@ (k—K).

Wegen ) )
[W(E) (W (E)E = [(k)) (¥ (k)| d°k
fir £ = E(/;) ist
27

Daps = — ; d3k| k)| Hy [t | S(E(k) — (Ey + hw)) .

Zusammenfassend: Die Rate erhélt man durch Integration von
27 2
E‘<¢1|H1|¢0>‘ (B — (B + hw)) (8.16)

iiber alle gewihlten Endzustdnde [¢) eines Kontinuums. Es sei hier noch ein (grund-
satzlich vermeidbarer) Kunstgriff erwéhnt, um die Tiicken der Kontinuumszustiande zu
vermeiden: Man ersetzt zuerst die Distribution 6 durch eine approximierende Funktion
de, (— ¢ fiir e — 0), was ohne Einfluss auf das Resultat bleibt. Dann sperrt man das
physikalische System in ein grosses, aber endliches Quantisierungsvolumen V| womit das
Spektrum von H, diskret wird (Quasi-Kontinuum) und die Eigenvektoren |1);) entspre-
chend orthonomiert sind. Die diesbeziigliche Summe der Ausdriicke (8.16) bleibt fiir € # 0
sinnvoll. Erst nach V' — oo ldsst man € — 0.
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9 Quantentheorie der Hohlraumstrahlung

9.1 Das klassische Feld

Das elektromagnetische Feld in einem Hohlraum V' C R? mit ideal leitender Wand 0V
wird in der Coulomb-Eichung beschrieben durch

. 104 o o
mit der Nebenbedingung .
divA=0. (9.2)

A ist bestimmt bis auf Eichtransformationen
A(Z 1) — A@Z )+ V(@) , Ax(@)=0. (9.3)
Die Randbedingungen EII =0, B, =0 auf 9V sind dquivalent zu
A =0 (9.4)

in passender Eichung. Zum Beweis wendet man den Satz von Stokes an auf beliebige
Teilflichen F' C 9V:
Ay - di = / B, -da.
oF F
Aus /T” = 0 folgt damit B, =0. Umgekehrt folgt aus B, =0 dass fTH ein Gradientenfeld

ist auf OV: B B
A =-Vxo

fiir eine Funktion xo(Z) auf V. Durch Losung des Randwertproblems Ay = 0 mit xy = xo
auf 0V und nachfolgende Eichtransformation (9.3) wird A auf Null transformiert.

Die Bewegungsgleichung des Feldes ist die Wellengleichung

o 1 02 o
OA(Z,t) = <§§ - A)A(x, t)=0. (9.5)

Thre Aquivalenz mit den Maxwell-Gleichungen ergibt sich aus
—AA = rotrot A (9.6)
fiir div A = 0. Die Eigenschwingungen
Ay (Z)eFiwat (9.7)
ergeben sich als Losungen des Eigenwertproblems
—AALT) = KRAL(T) ., wa = cke (9.8)

mit Nebenbedingung (9.2) und Randbedingung (9.4). Dies fassen wir auf als Eigenwert-
problem im Hilbertraum der transversalen (divergenzfreien) Vektorfelder A(Z) auf V' mit
dem Skalarprodukt

—

(A}, Ay) = /V dPx A)(Z) - Ay(T) . (9.9)
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Fiir zwei solche Felder mit Randwerten (9.4) ist nach (9.6)
(A}, —AAy) = (A, rot By) = (By, By) . (9.10)
Die zweite Gleichung ergibt sich dabei aus der Identitét
Ay 1ot By — By - tot A, = div (B?Q/\ffl) , (9.11)

denn wegen (§2 A ffl) 1 = 0 verschwindet das Volumenintegral iiber diese Divergenz.
(9.10) zeigt dass —A selbstadjungiert und > 0 ist. Wie fiir den Laplace-Operator auf
L?(V) mit Dirichlet— Randbedingung léisst sich zeigen, dass A ein rein diskretes Spektrum
besitzt. Somit gibt es ein vollstdndiges Orthogonalsystem von Eigenschwingungen ffa(f)
zu Eigenwerten k2 > 0, die wir normieren durch

(Ay, Ag) = 4wc?8,5 . (9.12)

Die Eigenschwingungen konnen reell gew#hlt werden, da —A mitsamt Randbedingungen
reell ist. Ferner gilt sogar k2 > 0, falls OV # @. Aus (A, AA) = 0 und (9.10) folgt
némlich B = 0, also A = V)( mit Ax = 0 und x = xo = konstant auf dV. Die einzige
Losung ist x = xo, also A=0.

Beispiele. 1. Eine Losung von (9.8) fiir den Wiirfel 0 < z; < L ist, vgl.

Ai(Z) = e; cos(kiz;) sin(kip12,41) sin(kipoxite) (9.13)
falls
i —
k' = Zyi ) v; ganz (AH = O) )

Y eki=é-k=0, (divA=0).

Ein vollstdndiges Orthogonalsystem entsteht durch Wahl der Wellenvektoren

E:%(V17V27V3)) Vi ganZZO
(hochstens ein v; = 0), und fiir jedes k durch Wahl von zwei orthogonalen Polari-

sationsvektoren e ,\(E) 1k, A=1,2. Diese Eigenschwingungen sind charakterisiert durch
das Paar aw = (k, \) und haben die Eigenfrequenzen w, = c|k|. Die Zahl N(w) der Eigen-
schwingungen mit Frequenzen < w ist asymptotisch fir w > ¢/L:

1 47 [(wLl\® W3V
N —9.- .. ) == 9.14
W=2-3-3 ( o ) 323 (9:14)
also die Dichte der Eigenfrequenzen auf der w—Skala:
dN WV
— = . 9.15
dw — w23 (9.15)

2. Versieht man den Wiirfel stattdessen mit periodischen Randbedingungen (also 0V =
@), so sind die normierten Losungen

A(Z) = % ehTe; (9.16)



mit k; = (2n/L)v;, (v; € Z), € k=0,(G=12) und & -& = 0. In (9.14) entfillt nun
der Faktor 1/8, aber 7 ist durch 2m zu ersetzen, was das Resultat nicht verdndert.

Die asymptotischen Formel (9.14) gilt auch bei allgemeiner Form des Hohlraums (Weyl
1911).

Entwicklung nach Eigenschwingungen. Wir gehen zunéchst von reellen Eigenschwin-
gungen A, aus. In der Entwicklung

= Ga(t)Aa(E) (9.17)
wird (9.5) dquivalent zu

(o +WiGa =0, (9.18)

also das Strahlungsfeld abgebildet auf ein System von oo vielen ungekoppelten harmoni-
schen Oszillatoren. Dies ist ein Hamiltonsches System mit

H= Z (P2 +w2q?) (9.19)
und den Bewegungsgleichungen
OH OH 9
‘a oy 'a:__:_ oo - 9.20
Go =5, =P p 9g. Wl (9.20)

Die Bedeutung der p, erhellt aus
E(Zt)= -~ =—= A (7). 21
(7)== = = 3 pa(H)Au(@) (921)

Die Erhaltungsgrosse H ist dank der (deshalb so gewihlten) Normierung (9.12) gerade
die Feldenergie:

1 1 1, -

3. (B2, B2y _ + = Y 5 B
U = 87T/ d’x (E + B )— 87Tazﬁ<papﬁcg(Aa7Aﬁ)+QQqﬂ(Ba7Bﬁ>) :

Nach (9.10) und (9.12) ist

und somit
U=> -2 +wiq)=H. (9.22)

9.2 Quantisierung des Strahlungsfeldes
(Dirac 1927) Ausgangspunkt sind die kanonischen Vertauschungsrelationen

h
[Pmpﬁ] - [Q(x;qﬁ] =0 ) [pa7Q5] = T(Saﬁ y (923)
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wobei p, und ¢, selbstadjungierte Operatoren auf einem Hilbertraum H sein sollen.
Aquivalent dazu sind die Vertauschungsrelationen

[CLOH &5] = [G/ZU a;] =0 ) [aaa az] = (Saﬁ (924)
fir . '
o = 2—h%(waqa +ipa) , a, = oTTN (Wala — 1Pa) - (9.25)

Als Operatoren werden die a, nun definiert durch die Fock—Darstellung: Es gibt einen
Vakuum Zustand |0) mit
a,]0) =0,

und H wird aufgespannt durch die orthonormierten Zustédnde

1
[n1,ma, ) = —m=m=e= (7)™ (a5)"™ -
TL1!TL2! e

wobei a = 1,2, ... eine willkiirliche Abzdhlung der Eigenschwingungen ist. Die Operatoren
a, und a), wirken dann gemdéss

ap ny...ng... )y =vng+1lng...onp+1..0), (9.27)
ag |ny...ong...) =g ng.oong—1...0), (9.28)

analog zu (3.43). Speziell ist

-|0) , Ne ganz > 0 ,Zna <oo, (9.26)

o

araq|ny,na, . ..) =nglny,ng...)

d.h. a}a, misst die Zahl der Teilchen (Photonen) im 1-Teilchenzustand a}|0). Aus (9.25)
folgt

1
* _ 2 2.2y
aaaa - Qhwa (pa +waqa) 9 )

also
H = Z hwaalag (9.29)

unter Weglassung der divergenten Nullpunktsenergie

Dies entspricht einer Renormierung der Vakuum-Energie auf Null. Damit ist

Hlny,ng,...) = (Z hwana)]nl,ng,...> ) (9.30)

Bemerkung. Im allgemeineren Fall komplexer Eigenschwingungen ffa ist A?a auch eine.
Wir kénnen deshalb von einer Zuordnung o +— & ausgehen, derart dass A, = A, (Im
Bsp. 2, wo o = (k, &), ist @ = (—k, &,): bei reellen Eigenschwingungen ist o = @&.) Die
Entwicklung (9.17) gilt nach wie vor, allerdings ist i.A. g, nicht reell. Da das Feld es ist,
gilt stattdessen g, = ¢a; ebenso p, = pg in (9.21). Gl. (9.22) gilt dann mit den Ersetzungen
@~ GaQa, P2~ PapPa. Zur Quantisierung (9.23), die fiir selbstadjungierte Operatoren
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gedacht ist, ist auf die reellen, orthonormierten Eigenschwingungen v/2Re ffa, V2Im A,
auszuweichen (mit Koeffizienten v/2Re q,, —v/2Imq,). Es folgt (9.23), wobei die letzte
Gleichung durch

h
[pom Qﬁ] = T(Soaﬁ
ersetzt wird. Daraus folgt (9.24) fiir a, wie in (9.25) und
1
a, = Ty (WaQa - ipd) .

Q

Insbesondere gilt (9.29).

9.3 Der Feldoperator
Wir gehen von moglicherweise komplexen Eigenschwingungen aus. Durch Einsetzen von

h
2wg

Qo = (a’a + az)

in die klassische Entwicklung (9.17) zur Zeit ¢ = 0 erhélt man den Feldoperator in der
Schrédinger—Darstellung;:

AE) =4 /%(aaffa(f) + af AL (D)) (9.31)

formal eine operatorwertige Funktion von & € V. Tatséchlich ist dieses Objekt singulér,

denn damit z.B.
o oo
A@))0) = 3 \[5 - Aal@as o)

ein Fockraum—Vektor ist, miisste

o a2
za: 5y [ Aa(@ < 00
sein, was aber in den Beispielen offensichtlich nicht der Fall ist. (Das Feld erweist sich
als eine operatorwertige Distribution in #.) In der folgenden Anwendung (1. Ordnung
Storungstheorie) wird sich diese Problematik allerdings nicht bemerkbar machen. Fiir
den Feldoperator in der Heisenberg—Darstellung ergibt sich:

N ) - . h ) - B
A(#,t) = P A(Z)e T =N /2—(aae’1“’“tAa(:Z’) + aie“et A, (7)) . (9.32)
Wey

Diese Formel gilt auch fiir das klassische Feld A(Z,t), wenn a, und a¥ analog zu (9.25) als
klassische, konjugiert komplexe Amplituden definiert werden. Aufgrund von (9.20)
erfiillen sie dann die Differentialgleichungen erster Ordung:

(o = —lWaaqy , a, = +Hiwaa, -

Formal dieselben Gleichungen ergeben sich fiir die Heisenberg—Operatoren a, (t) und af (%),
so dass auch dann . .
ao(t) = e “a, , al(t) = et @elal (9.33)

« «
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9.4 Das Atom im Strahlungsfeld

Der Feldoperator (9.31) dient zur korrespondenzméssigen Einfiihrung der Wechselwirkung
geladener Teilchen mit dem quantisierten Strahlungsfeld nach dem Schema

- _, €k 7 o
Pk — Pk — fAk(f’C) :
Ausgehend von einem Atommodell wie etwa (12.1) mit festem Kern an der Stelle 7, =

0 € V erhalten wir in der Dipolndherung analog zu Abschnitt 8.2:

H = HAtom + HStrahlung + Hl = HO + Hl ;

Hy = —=A00)- 5 25, — —24(0) - ~[Hawm, D 9.34
L= L A0) Y = L) Hom, D (9.30

auf dem Hilbertraum
H = Hatom ® HStrahlung .

Dabei ist Hggraniung der Hamiltonoperator (9.29) des freien Strahlungsfeldes. Formal sind
die Ausdriicke wie in (8.5); allerdings ist das klassische, dussere Feld g(f, t) durch den
quantemechanischen, dynamischen Feldoperator A(f) aus (9.31) ersetzt. Wir betrachten
nun Uberginge zwischen zwei stationdren Zustinden von Hy:

[Y0) = |P0) @ [n1,n2,...), Hatom|®0) = €0l¢0)
W)l> - |¢1> ® |n/1,n/2, .- > ) HAtom|¢1> - 51|¢1> )

mit g # &1 und folglich (¢;|po) = 0. Die zugehorigen Energien sind
Eozeo—i-Zhwana, E1:51+Zhwan’a.
Zur Zeit t = 0 sei das System im Zustand [1). Gesucht ist Ubergangsrate in die Zustéinde

|4p1) mit festem |¢q) aber beliebigem |nf,n),...). Fiir grosse V ist E; Teil eines Quasi-
Kontinuums von Eigenwerten. Da A(0) die Photonenzahl nur um =+1 veréndert, ist

(¢1|Hy|1ho) # 0 nur, falls

, ng—1, (Absorption)
N, =
g ng+1, (Emission)

fiir eine Mode 8 und n), = n,, (a # ). Dabei ist
E — E() =&1 — &0 F Mﬁ = h(u)lg + wﬁ) . (935)

Das in beiden Féllen auftretende (vektorielle) atomare Matrixelement ist

(61l [Hauom, Do) = iwro(6a| Do) (9.30)

Absorption. Nach (9.31, 9.28) ist

(n1,ng,...,ng —1,...|[A(0)[n1,n2,...,np,...) = 4 /2_wZAB(O) , (9.37)
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Zusammen mit (9.16) ist

2 h 4rc? = 2 2 =
[l ) = =52 572 S (nlD -@lon) [ = 7 (22) hessns| (ol D - o

Zur Berechnung der Summe iiber die Endzustinde, wie nach (8.16) erklért, treffen wir eine
Annhame: Die Energieverteilung der Photonen sei durch eine spektrale Energiedichte
u(w) (unabhéngig von der Polarisation) beschreibbar:

% Z fuwgng fade(wp — wo) — u(wo) f (wo) (V — o0, dann e — 0), (9.38)
B

wobel

>p fad:(ws — wo)
50 (wp — wo)

Fiir f5 = |(¢1|D - &|¢o)|2, (8 = (k, &) mit k = k&, L &) léuft die Mittelung (9.39) hinaus

auf ,
1 1 -
— [ d%e, = d-é|? =
47r/ 6022' e

So liefert (8.16) mit w = 0 (stationére Stérung) und (9.35)

— [(wo) - (9.39)

-

jdf*.

W =

472

Fas:_
b 3R?

u(wio)|(¢1]D]go)|” - (9.40)

Das Ergebnis stimmt mit der klassischen Behandlung des elektromagnetischen Felds,
Gl. (8.10), tiberein.

Emission. An die Stelle von (9.37) tritt nach (9.27)

h(ng + 1) -

(n1,na, ... .ng+1,.. . |A(0)|ny,na, ... g, ...) = As(0) .

QWﬁ

Neben (9.38) braucht man deshalb auch die aus (9.15) folgende Bezichung

2

1 w,
v Zfﬁ&(% — wp) — 7T2—23 (wo) -
B

So ergibt sich statt (9.40):

4qr? hwy, = 2
Lo = %(U(Wm) + W) }<¢1|D|¢0>} (9.41)
Das Ergebnis weicht diesmal von (8.10) ab. Neu sind angeregte Zustinde [¢o) des Atoms
auch fiir u(w) = 0 (Vakuum) instabil: es gibt Ubergénge in energetisch tiefere Zustidnde

|¢1) unter spontaner Emission eines Photons:



Gl. (9.41) beinhaltet die Einsteinsche Beziehung (1.38).

Beispiel. Ubergang 2p — 1s beim H-Atom. Man findet \(1s\ﬁ|2p>‘2 >~ 0.55a3€?, (ap:
Bohr-Radius) und damit

4 62 <C<J01 Ao

2
spem — § : h_ : > wo1 0.55=6.3- 108 S_l
C

Dies fiithrt auf eine Zerfallszeit Iy, ~ 107s™" und zu einer Verbreiterung der Absorp-

tionslinie wg; durch spontane Zerfélle. Sie ist aber sehr klein:

I‘S em —
—PE ~4-107°
wo1
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10 Identische Teilchen

10.1 Die Permutationsgruppe

Permutationen ¢ von N Elementen sind bijektive Abbildungen auf der Menge {1, ...
N},
o:i—o(i), (i=1,...N).

Sie bilden die Permutationsgruppe Sy, wobei das Produkt die Zusammensetzung ist. Das
Neutralelement ist die identische Abbildung, id. Transpositionen, d.h. Vertauschungen
zweier Elemente ¢ # j, werden (i) notiert. Die Gruppe wird erzeugt durch Transpositio-
nen benachbarter Elemente, (77 + 1).

Fiir gegebenes o bezeichnet man als Inversion ein Paar ¢ < j mit (i) > o(j). Die Paritét
von o, notiert sgno = +1, ist die Paritéit der Anzahl Inversionen. Es gilt

sgnTo = (sgnt)(sgno) ,

denn, verfolgt man ein Paar ¢ < j unter ¢ und anschliessend unter 7, so resultiert eine
Inversion fiir 7o, genau dann falls das Paar ein, aber nicht zweimal invertiert wird. So ist
die Anzahl Inversionen additiv modulo 2. Nebenbei ist sgn (ii + 1) = —1.

Sei x eine Funktion Sy — R mit x(70) = x(7)x(o) und x # 0. Dann ist entweder
x(c) =1 oder x(o)=sgno. (10.1)

Denn: Aus 0 = o - id folgt x(0) = x(o)x(id), also x(id) = 1. Fiir eine Transposition
(i) ist (i5)* = id, also x((ij)) = £1. Die Alternative (10.1) trifft so zumindest fiir jedes
o = (it + 1) einzeln zu; aber auch gemeinsam, da 7 - (ij) = (7(2)7(j)) - 7. Sie vererbt sich
dann auf alle o.

Sei ‘H ein abstrakter Hilbertraum (physikalisch: 1-Teilchen Hilbertraum). Nach bisheriger
Auffassung wire das Tensorprodukt

"H=H®..0H (10.2)

der Hilbertraum der Zustinde N identischer Teilchen. Auf ®"VH operiert die Gruppe
Sy D o mittels
Po i1 ®...Q0Up — 1) @ ... ® Yy-1(n) (10.3)

und Linearitédt. Es handelt sich um eine unitére Darstellung:
Pg=1, P,P, =P, Pr=P, 1. (10.4)

Beispiel. Teilchen mit Spin j, s. (7.56). Der 1-Teilchen Hilbertraum ist H = L*(R?) ®
C%*1. Wir benutzen die verkiirzte Notation

) =v©), €£=(@s), TeER, sefj....—j},

wlo) = [dgueoe . [de. =3 [do. (10.5)
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Entsprechend sind Zustinde [1)) € @VH durch Wellenfunktionen (&1, ... &x) gegeben.
Dann ist

(Po)(&1s -, En) = V(&) - - Eo) - (10.6)

Dies folgt aus (10.3), und zwar zunéchst fiir reine Tensorprodukte 1) = va i (&) dank
der Substitution i = o(j), bei der ¥,-1;(&) = (& (;))- Der Vergleich zeigt: Teilchen
permutieren nach o, Zustinde nach o~

10.2 Das Pauli—Prinzip

Der Ausdruck identische Teilchen bedeutet, dass die Teilchen der betrachteten Sorte
prinzipiell ununterscheidbar sind: es gibt keine Observable, welche den Zustand P,|t)
vom Zustand |¢) zu unterscheiden vermag. Die zuldssigen Observablen A auf dem Raum
(10.2) sind demnach charakterisiert durch die Bedingung

(P AlFst) = (W] A[Y)
fiir alle o, [¢), also durch die Invarianz
P7IAP,=A dh. [A,P)]=0, (10.7)

fiir alle 0 € Sy. Abstrakte Beispiele sind Observablen der Form

N
A= Zai ., oder A= Z @ije + (10.8)
k=1

1<i<k<N

wobei alle a; = 1®...®a®...1 (mit dem Faktor a an i-ter Stelle) durch einen 1-Teilchen-
Operator a bestimmt sind; ebenso ist a;; ein selber 2-Teilchenoperator wirkend auf dem
Tensorprodukt der Faktoren ¢ und % in (10.2). Konkreter sind sie im Rahmen des obigen
Beispiels:

k=1 k=1
N 2
k=1 2m |7 1<i<k<N |75 — T

Die einzelnen Summanden sind hingegen nicht invariant, da P, 'a;P, = Ag=1(j)-

Ganz allgemein sind Vektoren [¢0) und x|¢)), (|x| = 1) ununterscheidbar und definie-
ren deshalb nach (3.3) ja auch den selben Zustand. In Umkehrung davon sei postuliert:
Zustiinde [1)) € ®"VH sind nur dann zulissig, falls

Polip) = x(o) )
fiir ein |x(o)| = 1. Es folgt x(70) = x(7)x(0) und somit (10.1). In @ 'H betrachten wir
folglich die Unterrdume der total symmetrischen bzw. antisymmetrischen Zustdnden:

HN = {0} | Polv) = [v), Yo € Sy},

10.9
HY = {|¥) | P,|y) = sgnoly), Vo € Sy} . (109)
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Nach (10.7) bildet jede Observable A diese Unterrdume in sich ab. Dies gilt auch fur
die Bewegungsabbildung 1y +— 1, da auch der Hamiltonoperator (10.7) erfiillen muss.
Das Pauli—Prinzip — in der Form des sogenannten Spin-Statistik Zusammenhangs
— lautet:

Der Hilbertraum eines Systems von N identischen Teilchen vom Spin j ist
nicht @NH, sondern

HN  falls j€{0,1,2...} (Bosonen),
HN) falls  je{i 3.} (Fermionen).

“Statistik” steht fiir die Unterscheidung Bosonen/Fermionen. (Der Grund der Wortwahl
wird aus Kap. 15 erhellen.)

Bemerkungen 1. Das Pauli-Prinzip fiir Elektronen wurde von Pauli (1925) noch im
Rahmen der Bohr-Sommerfeldschen Quantentheorie aufgestellt. Die wellenmechanische
Fassung und die Verallgemeinerung auf Teilchen vom Spin j stammt von Dirac (1926)
und Heisenberg (1926). Begriindet werden kann der Zusammenhang erst im Rahmen der
relativistischen Quantenfeldtheorie (Pauli 1940 fiir freie Felder, Jost 1957).

2. Fiir Systeme aus mehreren Teilchensorten gilt die entsprechende Symmetriebedingung
bei Permutationen gleicher Teilchen.

3. Ein zusammengesetzes Teilchen ist, soweit seine Bestandteile nicht einzeln beobachtbar
sind, ein Fermion, falls es eine ungerade Anzahl Fermionen enthélt; und sonst ein Boson.
Diese Regel ist konsistent mit dem Zusammenhang aufgrund der Clebsch-Gordan Reihe
(7.31). Beispiel: Proton p, Neutron n und Elektron e sind Fermionen; *He=2p+n+2e ist
ein Fermion, *He=2p+2n+2e ein Boson.

4. Fiir Wellenfunktionen ist

W> € HgN) — w(’fb s 7£N) = w<£0(1)7 s 750(N)> )
W) € HIY = o(&, ... &) = (sgno)h(oqys- - - Eoy) -

5. Die orthogonalen Projektoren auf HQN), bzw. HYY sind die Operatoren auf @VH

1 1
S=15 PR, A= i > (sgno)P, . (10.10)

geSN oeSN

Denn: S lisst Vektoren aus H{") fest. Ferner folgt aus (10.4) S* = S, P,§ = S und
daraus S = S.

10.3 Unabhéngige Fermionen oder Bosonen

Als Beispiel betrachten wir Elektronen in einem Potential V' (Z). Der 1-Teilchen Hamil-

tonoperator ist
=2
p —
h=-—+YV fH.
o + V(2) au
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N voneinander unabhingige Elektronen sind beschrieben durch

N ﬁQ N
H= 1 (—fn + V(xk)) = th auf  HW

k=1

Hier wirkt h; nur auf die Variablen des k—ten Teilchens, bzw. auf den k-ten Faktor im
Tensorprodukt (10.2). Das Eigenwertproblem von h besitze in ‘H die Losungen

h’¢a> = 5a’¢a> ) <¢a’¢ﬂ> - 5aﬁ .

Dabei steht « fiir irgendwelche Quantenzahlen der 1-Teilchenzusténde. Fiir die folgende
Betrachtung setzen wir o = 0,1, 2, ..., mit der Ordnung

ggp<er<e< ...

Im Hilbertraum ®~H (d.h. ohne Pauli-Prinzip) hat das Eigenwertproblem von H die
entsprechenden Losungen:

H|17Z)061---0¢N> = E|¢a1---az\r> ) E=cq +...+cay,
Var.an (§15 -+ EN) = G0, (§1) -+ Pay (En) - (10.11)

Durch Antisymmetrisierung dieser Produktzusténde erhalten wir die dem Pauli-Prinzip
geniigenden Losungen in HM:

1/}{041“&1\7} = (N!)il/z Z (Sgn U)¢al(50(1)) T ¢04N (ga(N)) (10'12)

geSN

¢a1 (51) o quéN (61)

= (N1)~1/2 (10.13)

¢O¢1 (51\7) e ¢01N (€N)

(Slater—-Determinante). Offensichtlich héngt dieser Zustand nur von der Menge {ay,
...,an} ab — denn eine Permutation der o’s dndert hochstens das Vorzeichen. Ferner ist
die Determinante nur dann # 0 wenn die a’s alle verschieden sind. Dann sind die Sum-
manden in (10.12) paarweise orthogonale Einheitsvektoren, was den Normierungsfaktor
(N1)~1/2 erklart:

1

<A(¢a1 Q- ®¢01N)|A(¢011 ®"'®¢az\r)> = <¢a1 ® "'®¢a1\r|~’4|¢a1 Q.- ®¢azv> = ﬁ :

Statt durch {aq, ..., ay} beschreiben wir nun diese Zusténde durch eine Folge (ng, nq, . ..)
von Besetzungszahlen: n,, ist die Vielfachheit von « in {ay,...,ayx}, also

ne €{0,1}  und > na=N. (10.14)

Im Fall unabhéngiger Fermionen (und nur dann) gilt also das Pauli-Prinzip in der
urspriinglichen Fassung: Jeder Einteilchenzustand kann héchstens einfach besetzt werden.
Mit der Bezeichnung [t¥¢q,...ay}) = |10, 71, .. .) ist nun:

H|ng,ny,...) = Elng,ny,...), E = Znasa . (10.15)
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Im Grundzustand ist E minimal unter der Bedingung > n, = N, also fiir die Besetzung

ng=ny=...=ny_1=1,n, =0, (a« > N). Die Grundzustandsenergie ist
N-1
Ey = Z Eq - (10.16)
a=0

Die grosste 1-Teilchenenergie eines besetzten Zustands, ey_1, heisst Fermi—Energie.

Bosonen: Durch Symmetrisierung erhélt man aus (10.11) die Eigenvektoren von H in

QN H,:
1/J{041"'06N} = (N'no‘nl' e )_1/2 Z ¢a1 (50(1)) e quéN (gU(N)) ’ (1017)
ocESN
wobei jetzt in der Menge {ay,...,ax} derselbe Index o mehrfach auftreten kann: die

Besetzungszahlen sind

ne €40,1,2,...}, > na=N. (10.18)

Der Normierungsfaktor in (10.17) ergibt sich, weil jeweils ngln;! - - - der Summanden gleich
sind: .

({6 © @ Gy S (B B+ @ 1)) = "L
Der Grundzustand entspricht der Besetzung ny = N und n, = 0 fiir @ > 0, entsprechend
der symmetrischen Wellenfunktion ¢g(&1) - - - ¢o(€n). Seine Energie ist

EO = N60 . (1019)

Dies ist auch der tiefste Eigenwert von H in ®"H, d.h. ohne Beriicksichtigung des Pauli-
Prinzips.

Beispiel. Freie Teilchen in einem Gefiass vom Volumen V. Das Gefiss sei der Wiirfel
0 < <L (i =1,23). Bei der Randbedingung ¢ = 0 sind die (nicht normierten)
Eigenfunktionen eines freien Teilchens vom Spin j:

3
qb,;’m(f, 8) = Opms Hsin(k‘ixi) ;
i=1

E€R37 k:i:%ui, v; ganz > 0, me{j,...,—j}.

Die oben beniitzte Quantenzahl « fiir die 1-Teilchenzusténde ist hier das Paar (k, m). Die
1-Teilchen Energie ist
RE2 mR N

Er e fr V-
k,m 2m 2ml? 4 - v
1=

mit dem minimalen Wert fir vy = vy = v3 = 1.

Bosonen: Daraus ergibt sich die Grundzustandsenergie von N Bosonen im Volumen
V=L 522
By =T Ny (10.20)
2m
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Fermionen: Auf jeden Gitterpunkt (kq, ko, k3) entfallen 25 + 1 Einteilchenzustédnde. We-
gen € ~ Y k? ergibt sich der Grundzustand durch Besetzung aller Gitterpunkte im Ok-
tanten k; > 0 innerhalb einer Kugel (mit je 25 4+ 1 Teilchen). Fiir N > 1 ist der Radius
kg dieser Kugel bestimmt durch

1/L0\3 kr 2j +1
N=(j+1)3(5) an [ dkk? = K.
Also ist kg durch die Dichte n = N/V bestimmt,
6m2n \1/3
hp = ( ) , 10.21
P2+ 1 (10-21)

und so ist die Fermi-Energie ep = h*k2/2m. Die Energie des Grundzustandes ist

1 /L3 Rk R 2j+13 .
Ey=2j+1)=(=) -4 dk k* S Ve
0 (‘7+)8<7r> ”/0 o =V om 6a2 5FF

Daraus folgt:

@:ﬁ< 67T2 )2/3§n5/3 (10 22)
vV om\2j+1) 5" |
Ey_3_

N 5

Die Wirkung des Pauli-Prinzips zeigt sich im Vergleich von (10.20) mit (10.22): Bei glei-
chem V und N > 1 ist die fermionische Grundzustandsenergie um rund einen Faktor
N?2/3 grosser als die bosonische!
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11 Das Thomas—Fermi Atom

11.1 Das Atommodell
Einheiten: fiir Elektronen setzen wir

h2
— =e|=1. (11.1)

2m
Die Einheiten von Linge und Energie sind dann:

2 4

2
=1, 4 Rydberg = me _q.

1
EBohr—Radius =

me?

Das Atom (oder Ion) besteht aus einem festen Kern der Ladung Z bei ¥ = 0 und einer
Hiille aus N Elektronen, die als geladenes Fermi-Gas der Teilchendichte n(Z) aufgefasst
wird. Die gesuchte Dichte n(Z) soll die Energie

E[n] :/d3;13 7%n(f)5/3_/d3xn(x) |i| +1/d3xd3 n(Z)n(y) ’ (v = (372)2/%)

E—g
(11.2)

minimisieren unter den Nebenbedingungen
n(@) >0, /d?’mn(:?:‘) _ N (11.3)

Der letzte Term in (11.2) beschreibt die elektrostatische Energie der Wechselwirkung
zwischen den Elektronen in der Néherung, dass die Dichten bei ¥ und ¢ unkorreliert
sind. Der mittlere Term beschreibt die Anziehung zum Kern exakt. Der erste Term in
(11.2) beschreibt die kinetische Energie der Elektronen und folgt aus (10.22) unter der
Ni#herung, dass der dort gefundene Zusammenhang zwischen (kinetischer) Energiedichte
und Teilchendichte auch lokal gilt. Das Thomas—Fermi Modell beschreibt also nur den
Grundzustand, und dabei geht iiber (10.22) das Pauli-Prinzip wesentlich ein.

11.2 Die Thomas—Fermi Gleichung

Die Menge der Dichten (11.3) ist konvex, und auf dieser Menge ist das Thomas—Fermi
Funktional E[n] strikt konvex:

Elaing + asng) < a1 E[ng] + asE[ns] (11.4)

fiir ny # ng, a; >0, ag +ag = 1.

5/3

Beweis. Der erste Term (11.2) ist strikt konvex, da n +— n°/? es ist fiir n > 0; der letzte wegen

Z aini (T)ni(y) — Z ;n;(7) Z ain(y) = arag(ni (¥) — na (7)) (n1(y) — n2(y))

zusammen mit (6.23)
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Es gibt daher hochstens eine minimisierende Dichte n(Z), bestimmt durch

d
F=—F
) o [n 4+ ton]

=0
, 4 n(y)
= [ &z on(x fynsi"z/3——+/d3y_, — ) >0 11.5
| e (niap = G [ i) o
fiir alle mit (11.3) vertréglichen Variationen n(Z):
Sn(E) >0 falls n(#) =0, /}Fx&uf):o. (11.6)

Anschaulich: eine konvexe Funktion F(n) auf 0 < n < oo kann ein Minimum im Innern
dieses Gebietes haben (E'(n) = 0) oder auf dem Rand bei n = 0 (E'(0) > 0). Wéhlen wir
zuerst on(Z) mit Triger im Gebiet n(Z) > 0 so ist nur die zweite der Bedingungen (11.6)
relevant. In diesem Gebiet ist also

yn(Z)*? 4 ®(F) = konst = p , (11.7)
wobei P @
O(7) = — = +/d3y 2 (11.8)
7] |7 = 7]

das potentielle Energie eines Elektrons im Feld des Atoms ist. Damit und unter Beriick-
sichtigung von (11.6) schreibt sich (11.5) als

OF = / d*x n(7)p + / d*x on(Z)®(F)
n(Z)>0 n(&)=0
= —/ A3z 6n(Z)(u — ®(£)) > 0.
n(Z)=0

Im Gebiet des letzten Integral ist die Variation nun beliebig bis auf én(Z) > 0, also ist
dort p — ®(#) < 0. Insgesamt gilt also die Thomas—Fermi Gleichung

(@) = (- B(@))s . (1L.9)

wobei ¢y = max(t,0) der positive Teil von ¢ € R ist. Dies ist die notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir die minimisierende Dichte n(Z). Der vorerst unbekannte “Lagran-
gesche Multiplikator” yu ergibt sich aus der Nebenbedingung [ d*zn(Z) = N. Ohne Bezug
auf das Funktional zu nehmen, kénnen die Gleichungen (11.8, 11.9) wie folgt durch die
Selbstkonsistenz der Dichte n(Z) begriindet werden: Bei Fermi-Energie p ist die maxi-
male kinetische Energie eines Elektrons im Feld (11.8) durch (u — ®(Z)), gegeben. IThr
entspricht nach (10.21) die Dichte (11.9).

Wir zeigen nun, dass (11.9) fir N < Z eine sphérisch-symmetrische Losung besitzt, was
wegen der Eindeutigkeit geniigt. Ansatz:

(1= B(r). = ~x(1) (11.10)
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mit x(r) > 0 und x(0) = 1, weil ®(r) fiir » — 0 die Coulomb-Singularitit —Z/r ha-
ben muss. (Fiir p=0 kann y(r) als die Abschirmung des Coulomb-Potentials angesehen
werden.) Aus der Poisson—Gleichung —A®(7) = —4nZ6(Z) + 47mn(Z) folgt fiir r > 0

AP Z
_B20) _ 2y (11.11)

dr  Adxr

n(r) =
solange x(r) > 0, und damit aus (11.9) die Thomas—Fermi Differentialgleichung

4 _
X' (r) = ﬁZl/Qr Y2y (r)3/% (11.12)

Fasst man x auf als Funktion der skalierten Variablen
£= (i)z/g 73y
3T

so nimmt diese Gleichung eine von Z unabhéngige Form an:

X"(€) =2 x(©)*2. (11.13)

Der typische Radius von Atomen ist deshalb fest auf der ¢-Skala, d.h. ~ Z~1/3 auf der
r—Skala. Die Losungen der TF-Differentialgleichung mit x(0) = 1 sind durch x’(0) pa-
rametrisiert. Sie sind konvex und definiert soweit x(r) > 0. In (11.10) sind sie dann
gegebenenfalls durch x(r) = 0 fortgesetzt.

R r

Brauchbar sind nur Losungen x(r) mit einer Nullstelle, x(R) = 0, oder mit x(r) — 0
fir r — oo. Alle andern divergieren fiir r — oo (folglich N = oo). Im ersten Fall ist
X' (R) < 0, denn x/'(R) = 0 wiirde x = 0 implizieren.

11.3 Positive Ionen

Fiir hinreichend negatives x’(0) hat x(r) eine Nullstelle R, die als Funktion dieser Ablei-
tung das Intervall R € (0,00) durchlduft. Dann ist nach (11.11):

R
N = Z/ drrx"(r) = Z(rx' — X)|(]f =ZRY'(R)+ Z ,
0
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also
— 7

Z

Die Losung beschreibt ein positives lon (0 < N < Z). Umgekehrt gibt es fiir jedes solche
Ion eine entsprechende Losung x = xg, denn es gilt Ryz(R) — 0, (R — 00). Dies folgt
iiber die Konvexitét (s. Figur) aus

WR) =0,  RY(R)=

<0 : (11.14)

Xee(r) 2 Xa(r) 2 Xa(B) + Xp(B)r = B) = ~Rp(R)(1 = 5) . ("< R)

> R) ist nach (11.7)
1.8).

Insbesondere ist

im Limes R — oo bei festem r/R < 1. Wegen n(r) = 0, (r
u = P(R), andererseits ®(r) = —(Z — N)/r fir r > R nach (1
1 < 0. Das elektrische Potential des lons ist somit:

(11.15)

o) = {—N +4x(), (<R,
2N (r>R).

r )

11.4 Das neutrale Atom

Fir N — Z wandert R — oo: man erhilt die “neutrale” Losung x(r), die iiberall > 0 ist
und im oo verschwindet. Tatsdchlich besitzt (11.13) eine explizite Losung

f(€) = 144¢73 . (11.16)

Diese erfiillt zwar nicht f(0) = 1, ist aber eine obere Schranke fiir jede beschréinkte Losung
X(€) (ohne Beweis). Fiir die neutrale Losung () ist numerisch:

dx .\
d—g(O) = —1.588... . (11.17)

Ferner ist ®(r) — 0 fiir r — oo, also nach (11.7) p = 0. Aus (11.5) folgt damit
0F = /d% on(Z) (yn(Z)*? + () =0 (11.18)

fiir beliebige Variationen der neutralen Dichte n(Z). Dies niitzen wir aus zur Berechnung
der Energie des neutralen Atoms. Wir schreiben

Eln] =Tn] = Vin] + Dln] ,

wobei T', V, D der Reihe nach die Integrale in (11.2) bezeichnen. Es sei nun n die neutrale
Dichte und

n(r) = tn(r) , (t>0),
E[ny = t°/*T[n] — tV[n] + t*D|n] .

Nach (11.18) gilt
0=LEm)| = gT[n] _V[n]+2D[n] . (11.19)
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Analog findet man fiir n; = t3n(tr):

0= %E[nt} = 2T[n| — V[n| + Dn] , (11.20)

und aus diesen beiden Gleichungen das Verhéltnis
T:V .:D=3:7:1 (11.21)

fiir das neutrale Atom. Am einfachsten berechnet sich
V = Z47r/ drrn(r) = ZQ/ drx"(r) = —=Z*Y'(0)
0 0

_ s i)md_x
_ 7z (37T 0.

Aus (11.21) und mit dem Zahlenwert (11.17) ergibt sich so die Energie des neutralen
Atoms der Kernladung Z (in Einheiten 4 Rydberg):

3 3/ 4\"d
Erp(Z) = -V = AL - <§) d—?(o) — —0.3844 773 . (11.22)

Bemerkungen. 1. Keine Losung von (11.12) mit N < oo entspricht einem negativen
Ion N > Z. Eine Ladung Ze schirmt den Kern gegen (weit) aussen elektrostatisch ab.
Genauer: Das Funktional E[n] ist dann zwar immer noch nach unten beschréankt, hat aber
keinen Minimierer n mehr. Bei einer minimisierenden Folge von Dichten n wandert die
Uberschussladung N — Z ins réumliche Unendliche ab.

2. Die Thomas—Fermi Theorie beschreibt die quantenmechanische Grundzustandsener-
gie Fy asymptotisch korrekt (Lieb, Simon 1977): Fiir neutrale Atome (N = Z) gilt
(vegl. (11.22))

Eo(Z) = Exp(Z) + O(Z?) , (Z — ).

3. Es gibt viele Varianten der Thomas—Fermi Theorie, z.B. die von Dirac:

Errpln] = Ergln] — (E)I/g/di”x Zn(f)‘*/?’ . (11.23)

™

Der zuséatzliche Austauschterm soll die in D[n] vernachldssigten Korrelationen teilweise
beriicksichtigen. Er wird in Abs. (??) begriindet.
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12 Die Hartree—Fock Niherung

Die H F—Approximation spielt eine wichtige Rolle in der Atom— und Molekiilphysik. Wir
behandeln die einfachste Version samt Anwendung auf Atome mit abgeschlossenen Kon-
figurationen.

12.1 Das Atommodell

In Finheiten h = 2m = e =1 ist

1..N

al 7 1
H = (ﬁ;f - —) +> ——— auf @VH,. (12.1)
k=1 [ = |

x; — T

Es lésst sich zeigen, dass H fiir N < Z ein Spektrum o(H) folgender Art besitzt:

o(H ) besteht aus einem Kontinuum [3, co) (¥ = Grundzustandsenergie des Ions mit N —1
Elektronen), und unterhalb davon aus oo vielen Eigenwerten endlicher Vielfachheit, die
sich nur bei 3 héufen. Insbesondere besitzt H einen Grundzustand der Energie

Ey = min(o|H|v) (12.2)
wobei das minimisierende ¢ nicht eindeutig sein muss (Entartung).

12.2 Die Hartree—Fock Niherung

Das Ziel ist eine approximative Bestimmung von Ej und eines Grundzustandes . Dazu
wird (12.2) ersetzt durch
Enr = win (0/H]0) (123)

wobel das Minimum iiber alle Slater—Determinanten

w:SD(¢l>"'7¢N)

von N orthonormierten 1-Teilchenzustianden ¢, € H (Orbitale) zu nehmen ist. Sicher ist

also
Ey < Eyr, (12.4)

und hoffentlich Fyr ~ Fy in guter Naherung. Fiir N < Z ist wieder bekannt, dass das Mi-
nimum (12.3) tatsdchlich existiert, wobei die minimisierende Slater-Determinante 1 nicht
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eindeutig zu sein braucht. Nicht eindeutig sind auf jeden Fall die Orbitale (¢1,...,¢n).
Es sei ndmlich

Po = Uap 03 (12.5)

eine unitdre Transformation auf neue Orbitale (¢,...,¢)\) und ¢ = SD(¢,. .., d).
Dann ist

Y =det(U)1 . (12.6)

Wegen | det(U)| = 1 stellen 1 und ¢’ denselben Zustand dar: insbesonders ist (¢|H|¢) =
(W'|HY'). Als Zustand ist also eine Slater-Determinante génzlich bestimmt durch den
N-dimensionalen Unterraum

M:‘C(¢l7"'a¢N)CHa (127)

der durch (¢y,...,¢n) aufgespannt wird — die Wahl der Orbitale entspricht der Wahl
einer beliebigen orthonormierten Basis in M. Aus (12.1) und aus der Definition (10.12)
der Slater—Determinante ergibt sich:

i) =3 [ dada@) (p - %) bu()

T35 Z/d€1d§2 Pa 51)(%55(52) Pa (51)¢6(52)

1
|71 =

— 5 Z/d§1d§2 00 (£1)05(60) T d5(&1)dal(&2) - (12.8)

1
|21 — 5
Der letzte Term heisst Austauschenergie, in ihr treten wie schon frither beim He—Atom

die Austauschintegrale auf, die stets positiv sind. Auch aus (12.8) ist ersichtlich, dass
(1| H|) nicht von der Wahl der Orbitale in M abhéngt, denn

> al€)daln) (12.9)

ist invariant unter den unitdren Transformationen (12.5).

12.3 Die Hartree—Fock Gleichungen

Notwendig fiir ein Minimum ¢ in (12.3) ist das Verschwinden der ersten Variation:

O(p|Hp) =0 (12.10)

fiir beliebige Variationen der Slater-Determinante 1. Diese ergeben sich durch Variationen
0, der Orbitale unter den Nebenbedingungen

0= 5<¢a|¢ﬂ> = <5¢a|¢ﬁ> + <¢a’6¢ﬁ> . (12'11)

Da sich (¢)|H|v¢) nicht dndert unter Variationen der ¢, innerhalb M, kénnen wir sogar
die stiarkere Bedingung
Sda LM Va (12.12)
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stellen. Bei Variation eines einzigen Orbitals ¢, folgt aus (12.8):

5<¢|H|¢> = <5¢a|h|¢a> + <¢a|h|5¢a> ) (12'13)

der allgemeine Fall ergibt sich durch Summation iiber «. Dabei ist h = h(¢;...¢y) ein
Operator auf H:

mw&a=@f—§%)w&>
+2/@%& |Mwﬂﬁ

B Z/d§2 Ps( 52 ’¢ 5(&1)0(&2) (12.14)

den wir den Hartree—Fock Operator nennen. A ist selbstadjungiert und héngt auch
wieder nur vom Unterraum M ab, nicht von der Wahl der (¢, ..., ¢y). Da d¢, in M+
beliebig ist, folgt aus (12.13)

SWIH) =0 — héaeM  Va. (12.15)

Das heisst einfach: der N-dimensionale Unterraum M C H muss so bestimmt werden,
dass er durch h = h(M) in sich abgebildet wird. Dann kann man die Orbitale als Eigen-
vektoren von h wihlen und erhélt eine Losung der Hartree—Fock Gleichungen:

h((bl? s >¢N)¢a = 5a¢a Voz . (1216)

Umgekehrt bestimmt jede orthonormierte Losung (¢1, ..., ¢y) dieses nicht-linearen Ei-
genwertproblems eine Slater—Determinante v, fiir die §(¢|H|¢)) = 0 ist. Fiir jede solche
Losung ist nach (12.14) und (12.8)

50 = S eulhlon) = 2(ul#1) ~ Steal (4 - 1) lon)

und damit die zur Losung gehérende H F—Energie:

Bur = (0110 = 5 3 (60l (12 = £ ) 162) 424 (1217)

«

Auch in der H F-Naherung gilt der Virialsatz:
T +V =0 « Eyp=-T, (12.18)

wobei 7" und V' die Erwartungswerte der kinetischen und der potentiellen Energie im
Zustand ¢ sind. Zum Beweis skaliert man die Orbitale: ¢,(7,s) — t%/2¢,(t%, s) und
beniitzt (¢ |H |)) = 0 fiir die entsprechende Variation von ).

Zum spéteren Gebrauch schreiben wir den Hartree-Fock Operator (12.14) aus:
Z

(0)(a.5) = (-2~ Z 4 0@ ) oz,

— Z¢g(f, s) /d3:c' z _1 P 205_5(13/75/)(?(55/, s, (12.19)
o) = [ @ LD o) = Y loatr ) (1220
B,s

v — '] 7
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p(Z) ist die Teilchendichte der Elektronen (mittlere Teilchenzahl pro Volumeneinheit im
Zustand v)):

/dgxp(i’) =N.
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13 Schalenmodell und Periodensystem

13.1 Das Atommodell

Das Atommodell ist

H= 72 2 L 13.1
Z(p’“ rm) 2 EE (13.1)

k

I
—

auf HY. Seine Symmetrien sind:

(i) gemeinsame Drehungen aller Elektronen, jedoch separat fiir Ort und Spin. Die Sym-
metriegruppe SO(3) x SU(2) besteht aus den Paaren (R, V'), R € SO(3), V € SU(2),
und ist auf H,(IN) unitir dargestellt durch

(U(R, V) (&1, 81, - - Tny5n) = Vayst - Vg, W(RT'Z1, 8, ... R 2y, sly) .

(13.2)
Die entsprechenden Erhaltungsgrossen sind Bahndrehimpuls und Spin.
N N

(ii) Raumspiegelung und Zeitumkehr, s. S. 65;

(iii) Permutation der Teilchen. Die Symmetriegruppe ist Sy

Typischerweise sind Entartungen Konsequenz der Symmetrien. So trigt ein Eigenraum
von H eine irreduzible Darstellung des Produkts der Gruppen (i-iii), d.h. ein Tensorpro-
dukt von irreduziblen Darstellungen der einzelnen Gruppen. Jene von (i) sind von der
Form Dy ® Dg. Was (ii) angeht, sind die der Raumspiegelung, p = £1, und der Zeitum-
kehr, t? = 41, durch jene von SO(3) x SU(2) bestimmt, und zwar p = (=1)L, t = (—1)%5.
Das Pauli—Prinzip ldsst nur die antisymmetrische Darstellung von (iii) zu. So liefern (ii,
iii) nur 1-dimensionale irreduzible Darstellungen. Jeder Eigenraum trégt folglich bloss ei-
ne irreduzible Darstellung Dy, ® Dg der SO(3) x SU(2). In diesem Kapitel soll diejenige
des Grundzustands bestimmt werden.

Der Hamiltonoperator kann zunichst auch auf ®VH betrachtet werden. Dann tritt an-
stelle von (iii):

(iii)" separate Permutationen der Bahn— bzw. Spinzustidnde der Elektronen. Die Symme-
triegruppe ist S](f) X S](\}g)

Die irreduziblen Darstellungen dieser Gruppe sind i.A. mehrdimensional. Ohne Beweis
(s. Ubungen fiir Spezialfille): Die irreduzible Darstellung von S](\}g) ist durch den Spin S
bestimmt. Ferner zerfallen die irreduziblen Darstellungen in solche der Untergruppe Sy C
S](VB) X S](\}g) gemeinsamer Permutationen der Bahn— bzw. Spinzusténde. Antisymmetrische

Darstellungen der Untergruppe entstehen nur, und zwar einmal, falls die irreduziblen
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Darstellungen von S](\J,B) und S](VS) bijektiv zueinander passen (wieder ohne Beweis). Die
Entartung bei Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips ist somit wie bereits erwéhnt.

In Abschnitt 13.4 wird eine Ergénzung des Hamiltonoperators (13.2) untersucht, die eine
geringere Symmetrie aufweist.

13.2 Konfigurationen

Eine erste Naherung ist das Schalenmodell. Es entspricht dem Hamiltonoperator

k=1

I, (13.4)

] =

k=1

mit 7, = |Z%|. Elektronen sind hier unabhéngige Teilchen im Zentralpotential ®(r), wel-
ches eine summarische Beschreibung der Wechselwirkung eines Elektrons mit dem Kern
und den anderen Elektronen darstellt. Konkret ist ® das Potential (11.8), worin n die
minimisierende Dichte von N — 1 Elektronen geméss der Thomas—Fermi oder TF-Dirac—
Theorie ist. Der Operator Hgy; weist eine hohere Symmetrie auf als A und folglich seine
Eigenwerte in der Regel eine grossere Entartung, da er invariant ist unter Drehungen
einzelner Elektronen (auf @VH betrachtet).

Der 1-Teilchenoperator h = p? + ®(r) hat Eigenwerte ¢,,;. Die entsprechenden Eigenvek-
toren |nlms) bilden zusammen eine Schale. Die Quantenzahlen sind

n=I1+1,1+2,... radiale Quantenzahl
[=0,1,... Drehimpulsquantenzahl

m=—l,... magnetische Quantenzahl
s==+1/2 Spinquantenzahl

und folglich die Entartung der Schale gleich 2(2[ + 1). Die spektroskopische Bezeichnung
der Schalen ist

Schale nl Bezeichnung Entartung
=0 |ns(n=12..) 2
=1 |np(n=2.3...) 6
=2 nd (n=3,4...) 10
=3 nf(n=4,5...) 14

Der Grundzustand von Hgy ergibt sich nach (10.16) durch Besetzung der N = Z kleinsten
Eigenwerte ¢,,; unter Einbezug ihrer Entartung. Die entsprechenden N-Teilchenzustinde
bilden eine Konfiguration.

Empirisch (Janet 1927, Madelung 1936) und numerisch (Latter 1955) ist die Reihenfolge
der ,; (Ausnahmen vorbehalten) duch folgende Regeln gegeben:

e ¢, wichst mit n + [;

e bei gleichem n + [ wichst ,,; mit n.
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Fic.¥8. The square root of the term values of Table II for the

Fig. 7. The sguare root of the term values of Table I for the Thomns Fesnd Disae ator is showt 6o & Futeston of 2.

Thomas-Fermi atom is shown as a function of Z.

v/—€n als Funktion von Z (links TF, rechts TFD).
Quelle: R. Latter, Phys. Rev. 99, 510-519 (1955).

Genau genommen trifft die Regel nur auf den jeweils zu besetzenden Zustand zu (offene
Schalen), d.h. die Reihenfolge unter den bereits besetzten Zustéinde (geschlossene Schalen)
kann davon abweichen.

Die Reihenfolge ist graphisch wie folgt dargestellt:

2(21 + 1) =12 6 10 14 18 22
(=10 1 2 3 4 5)
n=1|e
2| e °
e
3 e ° °
e e
4| e ° ° °
v e e
Hle ° ° ° °
e e e e
6|e ° ° ° ° °

Die Schalen fiillen sich dann geméss der Tabelle:

117



Schale # Zustéinde # Zustéinde (kumulativ) | Schalennummer

Is 2 2 1
2s 2 4 2
2p 6 10
3s 2 12 3
3p 6 18
4s 2 20 4
3d 10 30
4p 6 36
s 2 38 5

Jede Schalennummer entspricht einer Zeile der periodischen Tafel: Sie beginnt damit,
dass eine s-Schale neu besetzt wird (horizontale Unterteilung der Tabelle). Offensicht-
lich haben die Zeilen wachsende Léngen und enthalten (ausser anfinglich) Schalen zu
verschiedenen Quantenzahlen n. Atome in einer selben Spalte der Tafel entsprechen Kon-
figurationen, die in der offenen Schale gleich sind. Diese Anordnung ist durch die &hnlichen
chemischen und physikalischen Eigenschaften motiviert.

Beispiele. 1. Z = 6 (Kohlenstoff C). Die Konfiguration ist (1s)?(2s)?(2p)?. Die Entartung

" (g) —15. (13.5)

Letzteres gilt auch fiir Z = 14 (Silizium Si), denn in (15)%(2s)?(2p)°(3s)?(3p)? ist die offene
Schale ebenfalls p?.

2. Z =T (Stickstoff N). Konfiguration (1s)?(2s)?(2p)?. Entartung

(g) =20 (13.6)

13.3 Multipletts

Wir fassen H als Stérung von Hgyy auf:

H = Hgy +W
mit
W:;m—m Z/ sy
N (327 0(% — @) — n(2 ))(Z 0 =) —n(H) 1 5. 3 @)n(y)
— 5 [ ey e -5 [ ety S

wobei * bedeutet, dass bei Ausmultiplikation die Terme i = j (Selbstwechselwirkung)
wegzulassen sind. Der letzte Term berichtigt die doppelte Zéhlung der Wechselwirkung
zwischen den Elektronen in Hgy. Da er o< 1ist, verschiebt er alle Eigenwerte gleichermas-
sen und kann im Folgenden ignoriert werden. Die Storung W ist als Operator nicht klein
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gegeniiber Hgy, kann aber einen kleinen Erwartungswert (¢0|W|¢) im Grundzustand [))
haben, sofern grob gesagt

w|Zé i — Z)|Y) ~ n(7T)
W o — D) = n(@)n(y) .

7]

d.h. falls die TF(D)-Dichte n(z) die des Grundzustands gut anndhert und die Dichte der
Paare annéhernd unkorreliert ist.

Die Entartungen von Hgy werden durch die geringere Symmetrie von W teilweise auf-
gehoben. Die Eigenrdume tragen von H irreduziblen Darstellungen der SO(3) x SU(2),
genannt Multipletts. Notation: Dy ® Dg = 2t L, wobei S, P, D, ...statt L =0,1,2, ...
geschrieben wird.

Beispiel. Zerlegung einer p*-Konfiguration in Multipletts (C, Si). Der Bahndrehimpuls
der beiden Elektronen ist
Dy @Dy =Dy D, ®Dy ,

wobei nach der Bemerkung auf S. 73 Dy, Dy symmetrisch und D; antisymmetrisch unter
Vertauschung ist. Der Spin ist

D%®D%=D1€B'Do

mit Dy symmetrisch und Dy antisymmetrisch. Die Anti-Symmetrie der Gesamtwellenfunk-
tion (Pauli-Prinzip) ldsst aus dem Produkt der Bahn— und Spinwellenfunktionen folgende
iibrig:

PP =(Dy®Dy) ® (D1 D)) ®(Dy@Dy) ="' DB’PB'S.
Zur Kontrolle: Die Anzahl Zustdnde 5143 -3 +1-1 = 15 stimmt mit (13.5) iiberein.
Es zeigt sich, dass das Multiplett 3P die niedrigste Energie hat.

Das Verfahren im Beispiel eignet sich bloss bei 2 Elektronen in der offenen Schale. Das fol-
gende, alternative Verfahren ist allgemein, obschon ebenfalls an einem Beispiel illustriert.

Beispiel. Zerlegung einer p3-Konfiguration in Multipletts (N). Die Konfiguration besteht
aus einer Anzahl abgeschlossener Schalen und aus einer offenen p—Schale mit 3 Elektronen.
Jede aus Orbitalen |LM) ® SMg) gebildete Slater-Determinante ist Eigenvektor von Ls,
S3 zu Eigenwerten

M = ka , Mg = Zak ; (13.7)
I i

wobei die Summen iiber die jeweils besetzten Orbitale laufen. Dabei tragen volle Schalen
nichts bei. In der offenen p-Schale stehen 6 Orbitale mit m = 1,0, —1 und o0 = £1/2 zur
Besetzung frei, die wir mit Symbolen 1%, 0%, —1F bezeichnen. Die zuléissigen Besetzungen
(3-Teilchenzustédnden) notieren wir mit daraus gebildeten Tripeln (Symbolreihen), wobei
kein Symbol zweimal vorkommt und es auf die Ordnung nicht ankommt: Wir ordnen sie
nach den Werten von (M, Mg):
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Symbolreihen M; Mg | Anzahl

110+ 2 12| 4
1 -1t 1 1/2| 4

14070~ 1 1/2| 4
170t — 1t 0 3/2 2
1t0t —1— 0 1/2 2
170~ —1* 0 1/2 2
170" —1* 0 1/2 2

Nicht aufgefiihrt sind Symbolreihen mit M; < 0 oder Mg < 0. Sie sind dennoch in der
letzten Spalte beriicksichtigt, welche die Zustdnde mit (=M, £Mg) zéhlt. Die Z&hlung
dient der Kontrolle: Die Anzahl Zustdnde (20) stimmt mit (13.6) iiberein. Fiir die Viel-
fachheiten der (M Mg)-Paare ergibt sich daraus das Diagramm

My,
" 2110
3/2 001
1/2 1123

Ausgehend vom grossten Wert von My, (oder Mg) wird eine Normalbasis einer Darstellung
D1, ®Dg erzeugt durch Anwendung der kommutierenden Absteigeoperatoren L_ und M_.
Diese Vektoren bringt man im Diagramm in Abzug und fahrt gleichermassen weiter. So
erkennt man

pd = (D;®D1) ® (D1 ®@Dy) @ (Do ® Ds) =Da?Pa’S.
Hier hat das Multiplett *S die niedrigste Energie hat.

Die beiden Beispiele illustrieren die allgemeinen, empirischen Hundschen Regeln:

1. Das LS—-Multiplett mit dem griossten S hat die kleinste Energie.

2. Fulls mehrere L mit dem selben S vorkommen, so hat das Multiplett mit
dem gréssten L die kleinste Energie.

Bemerkungen. 1. Volle Schalen konnen weggelassen werden.
2. Fiir hochstens halb gefiillte Schalen (N < 20 + 1) ist
S=N/2, L=NQ2l+1-N)/2. (13.8)
Die Symbolreihe
-0t (I-N+1)7F (13.9)

ist wegen [ — N + 1 > —[ zuléssig. Sie hat Mg = N/2. Da kein grosserer Wert moglich
ist, folgt S = N/2. Unter solchen Multipletts liefert sie auch den grossten Wert von M,
und zwar M, = S0 (I+1—k)=N(2l+1—N)/2.

3. Es gilt Aquivalenz von Elektronen und Loéchern, bzw. einer Konfiguration und ih-
rer komplementérer: Jede Symbolreihe (besetzter Zusténde) definiert eine unbesetzter
Zustéande. Dabei gilt M ~» —Mp, Mg~ —Mg; an der Zerlegung der Konfiguration nach

Multipletts dndert sich nichts. Beispiel: p* = p2.
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13.4 Terme
Ein besseres Atommodell als (13.1) beriicksichtigt die Spin-Bahn-Kopplung (7.71)

H=H+ Hgp ,
N
R 1dod - -
Hp=S -~ %77 .3,..
5B kZQmQCQdeTk koo

Die Symmetrie (i) auf S. 115 verringert sich auf gemeinsame Drehungen von Ort und
Spin. Die Eigenwerte von H spalten auf (Feinstruktur) und die Eigenriume von H,
genannt Terme, tragen nur noch Darstellungen der Gruppe SU(2) 3 V, aufgefasst als
die diagonale Untergruppe der Elemente (R(V'), V) € SO(3) x SU(2). Anstelle von (13.3)

verbleibt als Erhaltungsgrosse J = L+38S.

Die vorkommenden Terme sind durch das Multiplett LS anhand der Clebsch-Gordan
Reihe (7.31) bestimmt: J = |L — S|,..., L + S. Notation: 271 .

Beispiel. Die Zerlegung des Multiplett *P aus p? ist
P =Py ®°P; &°P, .

Die niedrigste Energie hat der Term 3Pg. Dieselbe Zerlegung hat 3P aus p*; allerdings hat
hier *P, die niedrigste Energie. Keine Zerlegung hat *S aus p?: S = *S3..

Das Beispiel illustriert eine weitere Hundsche Regel:

3. Die kleinste Energie hat der Term

g |L — S| bei hochstens halb gefiillten Schalen,
|L+S  bei mindestens halb gefiillten Schalen.

Bemerkung. Bei halbgefiillten Schalen greifen beide Varianten; sie stimmen aber iiberein,
denn nach (13.8) ist L =0, also J = S.

Zusammenfassung: Die Aufspaltung der Eigenwerte erfolgt nach dem Schema

Hgyp H H

7 ~ 10~ teV

S L <1072V

n
[

(Konfigurationen) (Multipletts) (Terme)

Es ist aber nicht immer gerechtfertigt. Abgesehen von der beschrénkten Giiltigkeit der
Storungsrechnung erster Ordnung gilt es zu beriicksichtigen:

121



(i) Bei nahezu entarteten Konfigurationen (Konkurrenz mehrerer Schalen) muss H im
Unterraum diagonalisiert werden, der durch alle beteiligten Schalen aufgespannt
wird.

(ii) Schon im Raum einer Konfiguration kénnen mehrere Multipletts mit gleichen (L.S)—
Werten auftreten, wenn auch nicht solche, die den Hundschen Regeln entsprechen.
Dann fithrt die Diagonalisierung von H auf ein Eigenwertproblem entsprechender
Dimension.

(iii) Nur fiir leichte Atome ist die Spin—Bahn Kopplung klein gegen die Coulomb Wechsel-
wirkung der Elektronen. Fiir schwere Atome miissen beide Stérungen im Raum einer
Konfiguration gleichzeitig behandelt werden.

13.5 Begriindung der Hundschen Regeln

Wir behandeln nur die dritte Regel. Die Spin-Bahn Kopplung ist
N
Hsp = Z By, - Sk,
k=1
mit
_ > h* 1do
By = L =————-—".
k f(rk) ko 5(7”) Im2c2 r dr

Dass &(r) > 0, wird von Bedeutung sein und folgt aus x’ < 0 in (11.10). Hier sind

By = (B, Bya, Brs) und S, = (Sk1, Sk2, Sks) Vektoroperatoren beziiglich SO(3), bzw.
SU(2). Betrachte

N
qu = Z kaSkq :
k=1

Fiir g fest ist (Tp,)5_; ein Vektoroperator bezgl. SO(3); fiir p fest, (Tpq)i_, ciner bezgl.

SU(2). Nach (6.8) gilt es, Hsg = 2221 T,, im Raum des Multipletts LS zu diagonalisieren.
Die Basisvektoren | M Mg) = |LM)®|SMg) bilden fiir M, = —L,... L und festes S eine
Normalbasis bezgl. SO(3); fir Mg = —S, ... S und festes L eine bezgl. SU(2). Anwendung
des Satzes von Wigner—Eckart auf S. 80 auf die beiden Gruppen liefert

(M} M| Tpg| M Ms) = a(q, Mg, Ms){Mp|L,| M) = B(p, My, My)(Mg|S,|Ms) ,
also zusammen
(M M| Tpg| M Ms) = k(M| Ly| Mp){Mg|Sy|Ms) = r (M Mg|Ly,S,| M Ms) .

Die Diagonalbasis fiir Hsg ist somit die fiir
3
LS, =L-S=5(J*-L*-5?
p=1

und die Eigenwerte der Terme relativ zum ungestorten Multiplett
K

EJ2

(J(J+1) = L(L+1)— S(S+1)) . (13.10)
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Eine Folge davon ist die Intervallregel von Landé fiir die beobachtbaren Energiedifferenzen:
E J — E J—1— KkJ .

Ferner ist £; monoton in J, womit fiir den Grundzustand nur J = |L — S| oder J = L+ S
in Frage kommen. Es gilt also zu zeigen, dass die beiden Fille der Regel x > 0, bzw. k < 0
zur Folge haben. Betrachte vorderhand einen N-Teilchenzustand der Schale nl zu einer
beliebigen Symbolreihe (my, op)Y_,. Es ist

(B 5 =L 5. €= [ i) >0,
0
wobei u,,; die radiale Wellenfunktion der Schale ist; sowie (Ek . §k> = my0oy, denn in
- o 1
Ly - Sk = §<Lk+sk7 + Li—Sk+) + L3 Sis

tragen wegen (ox|Sk+|ox) = 0 die ersten beiden Terme nicht zum Erwartungswert bei. Es
folgt (Hsg) = (&) 25:1 moy. Bel einer hochstens halb gefiillten Schale ist die Symbolreihe
(13.9) fir den Grundzustand relevant. Darin ist o = +1/2, also

L

<HSB> = §<§> :

Ebenso folgt aus

I
L-§=J(LyS-+ L-54) + LsSs |

dass im selben Zustand (L - S) = (L3S3) = LS. Die in (13.10) unbestimmte Konstante
x hat also den Wert k = (£)/25 > 0. Bei einer mindestens halb gefiillten Schale bleibt
der Zustand (13.9) relevant, falls er als Besetzung der Locher im Grundzustand aufgefasst

wird. EirﬁlerseitsﬁistﬁZi(jfj) myoy =0 (XOILe Schale), also ( Hsg) = —(L/2)(£); andererseits
ist mit L — —L, S — —S weiterhin (L - S) = LS. So folgt k < 0.
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14 Zweite Quantisierung

14.1 Der Fock—Raum

“Zweite Quantisierung” ist die geldufige aber unprizise Bezeichnung eines Formalismus
zur Beschreibung von Systemen mit beliebiger (endlicher) Teilchenzahl. Der Fockraum ist
der Hilbertraum der entsprechenden Zustédnde. Der Formalismus ist niitzlich selbst bei
Systeme fester Teilchenzahl, z.B. einem Atom mit N Elektronen. Dariiber hinaus dient er
zur kanonischen Quantisierung von Systemen mit co vielen Freiheitsgraden und verallge-
meinert die des elektromagnetischen Feldes, s. Kap. 9. Dort veréndert sich die Teilchenzahl
durch Erzeugungs- und Vernichtungsprozesse, z.B. durch Emission und Absorption von
Photonen.

Fiir eine bestimmte Teilchensorte (Bosonen oder Fermionen) sei H der 1-Teilchen Hil-

bertraum, H™ der n-Teilchen Hilbertraum (10.9), d.h. H" oder HY”. Insbesondere ist
HW = H. Weiter sei H(® = C der Hilbertraum der komplexen Zahlen. Der Fockraum ist

F=EPHH™. (14.1)
n=0

Das heisst: Die Vektoren U € F sind die Folgen

U= (et P ) (14.2)
mit 1" € H™ und mit endlicher Norm entsprechend dem Skalarprodukt

[e.e]

(BW) = (¢" ") - (14.3)

n=0

Im Beispiel auf S. 100, das identische Spin—1 Teilchen behandelt, ist H = L*(R?) @ C2.
Das Skalarprodukt lautet dann

@1 =3 [d.dey PEEI G 6 (14.4)

Der Teilchenzahloperator N auf F ist definiert durch
(NW)" = nyp™ . (14.5)
N = N* hat die Eigenrdume H™ zu den Eigenwerten n = 0,1... . Der Eigenvektor
(1,0,0,...) = |0)

zum Eigenwert 0 heisst Vakuum.

14.2 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Fiir jedes f € H ist der Vernichtungsoperator a(f) : F — F, und genauer H™ —
H™=D | (n > 1) und = 0 fiir n = 0, erkliirt. Im Rahmen des Beispiels ist die Definition

(a(F)T)" (6. 60) = v / a6, FENW" (61 .. .60) (14.6)
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Insbesondere ist
a(f)l0y=0, (feH). (14.7)

Diese Aussage charakterisiert das Vakuum als Einheitsvektor (bis auf die Phase). Der
adjungierte Operator a*(f) := a(f)* ist der Erzeugungsoperator a*(f) : H"~) — H™)

(@ ())& .&) = % SO ED G E )

0

(a*(/)¥) =0.

Hier und im Folgenden gilt + fiir Bosonen / Fermionen, und f; bedeutet, dass die Variable
& fehlt. Speziell ist

(14.8)

a*(f)’0> = (07 f(fl)v 0,.. ) )
und durch Induktion ergibt sich, dass

U= @ (f)a(fa) . .a*(f)0) (14.9)

der n—Teilchenzustand ist mit Wellenfunktion

1 1
s == o, b hew) . (aw)

T o€ES),

Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren lassen sich auch auf dem Fockraum {iber belie-
bigem H definieren. Der Vernichtungsoperator kann zunéchst ohne Beriicksichtigung des
Pauli-Prinzips definiert werden, d.h. als Operator a(f) : ®"H — ®@" 'H, und zwar durch

a(f)p1® ... ® n) = Vn(flp1)p2 @ ... @ @y ,
a(f)|0) =0.

Er bewahrt die (Anti-)Symmetrie der Zustinde und wir setzen a(f) := a(f) | H™. Sein
Adjungiertes ist

(14.11)

o (Y =valfey), (weH" ™),
denn fiir [¢) = |1 ® ... ® @,,) ist

(dla”(£)v) = (a(f)ol) = Vol f){e2 @ ... @ pulth) = Vn(glf @ ¥) .

Allerdings lésst a*(f) die (anti-)symmetrischen Unterrdume nicht invariant. Damit gilt
a*(f) = Poa*(f) | H"=Y, wobei P, = S, A die Projektoren (10.10) sind. Es gilt

n

1
P o= Z(ﬂ)k*lpﬂkpn,l , (14.12)

gyt
wobei 7, ' = (k,1,2,...,k—1) (mit m; = id) eine zyklische Permutation ist und S,,_; C S,
aus den Permutationen 7 mit 7(1) = 1 besteht. In der Tat ist jede Permutation o € S,
von der Form o = 7, -7 fiir ein eindeutiges k, wobei sgno = (—1)*"!sgn 7 und P, (f®1) =

P, (f ® Pap). Mit P,_1a*(f) = a*(f)P,-1 folgt dann

U = D P ()0 = = S P (9 ).
k=1

k=1
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Im Fall H = L*(R?®) ® C? stimmen diese Ausdriicke fiir a(f), a*(f) mit (14.6, 14.8)
iiberein. Allgemein verringert a(f) die Teilchenzahl um 1 und a*(f) erhoht sie, was sich

iiber Na(f) = a(f)(N — 1) auch durch

[Naa(f)] :_a(f) ) [N7a*(f)] :a*<f) .
ausdriickt. Man beachte, dass a*(f) linear ist in f, a(f) entprechend antilinear.

Sei [A, B]+ := AB F BA, wobei die beiden Vorzeichen fiir Bosonen / Fermionen relevant
sind. Es gelten die kanonischen Vertauschungsrelationen: fiir alle f, g € H ist

[a(f),a(9)s =0, [a"(f),a* (@l =0,  [a(f),a"(9))x = {flg) - (14.13)

Beweis. Die erste Gleichung folgt aus a(f)a(g) = a(g)a(f)Pas) auf ®"H und aus Pigy =
+1 auf H™; die mittlere durch Adjunktion. Was die letzte angeht, ist P(g®pm®...Q
On1) =01 @ .. P 1 ®GR Pk ... D p,_1 und damit auf H"
1 . 1
—a(f)Pr.a*(g) =

n n—1

sowie a(f)a*(g) = n(flg). Mit (14.12) folgt so

P o(g)alf),  (k#1),

a(f)a(9) = - Sl Prac(9) = (flo) + 1 S ED P % (g)al)
k=1 k=2
= (flg) £ a*(g)a(f)
nach Substitution & = &’ + 1 in der letzten Summe. O

Die Eigenschaften (14.7) und (14.13) legen die Konstruktion des Fockraums und der
Operatoren a(f) und a*(f) im Wesentlichen eindeutig fest: Thre Wirkung auf die Zusténde
(14.9) ist dadurch erkldrt. Dies reicht, da sie den Fockraum aufspannen, bis auf Abschluss.

14.3 Besetzungszahl-Basis
Sei | fi), (i = 1,2,...) eine orthonormierte Basis fiir H: (fi|f;) = dij, >_; [f;)(f5] = 1. Wir

setzen ay, := a(f,). Aquivalent zu (14.13) sind dann die Vertauschungsrelationen
a5, @kl = [0 aRle =0, a0, 03ls = it (14.14)
und das Vakuum ist charakterisiert als Einheitsvektor |0) mit
ai|0) =0, (k=1,2,...). (14.15)

Beachte die Ubereinstimmung zwischen (14.14) im bosonischen Fall und den Vertau-
schungsrelationen (9.25) harmonischer Oszllatoren: Die Photonen erweisen sich als Bo-
sonen.

Sei |f;) eine weitere orthonormierte Basis mit Basiswechsel

)y = DL lf) -

J
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Aus der Linearitdt von a*(f) folgen

a; =Y a{flf),  a=) alfilf). (14.16)
j j

Wir betrachten die Folgen von Besetzungszahlen n,,n,, ... mit
0,1,2... (Bosonen)
ng = n= ngE < o0) . 14.17
g {0, L. (Fermionen) ( ; g ) ( )

Die entsprechenden Vektoren
Inying, ...y = (malng! .. )72 (@)™ (a3)™2 ... |0) (14.18)

bilden eine orthonormierte Basis fiir F; solche mit festem n eine fiir den Unterraum H ™.
In dieser Basis ist die Darstellung der ay, aj im bosonischen Fall durch (9.27, 9.28) gegeben
und im fermionischen geméss

(=h)mFtmet (T =) |y o + 1.0 (14.19)
(=1)mttmeteng oo — 1..0) (14.20)

agny...ng...)

ak|n1nk>

14.4 Observablen in der Fock-Darstellung

Beliebigen 1- und 2-Teilchenoperatoren entsprechen auf natiirliche Weise Operatoren auf
F. Dies geschieht in Erweiterung von (10.8) und ist ebenfalls durch die dortigen Beispiele
motiviert, wie im Folgenden dargelegt. Sei weiterhin |f;) (i = 1,2,...) eine orthonormierte
Basis fiir ‘H.

Gegeben ein 1-Teilchenoperator b auf H ist dI'(b) auf F definiert als
dD(b)¥ = (0,6Dp", (0D + )%, )

mit U wie in (14.2); d.h. auf n—Teilchenzusténden ¢™ durch
dr(b)e" = bWy (14.21)
i=1
Die Fock—Darstellung von dI'(b) lautet:

dr(b) = buajar | (14.22)
kl

wobei by, = (fi|b| fi) die Matrixelemente von b sind.

Beachte den Unterschied zwischen (14.21) und (14.22): dI'(b) ergibt sich in der einten
Schreibweise als Summe iiber Teilchen 7, in der anderen iiber 1-Teilchenzustédnde k, [. Fiir
das Beispiel b = 1 auf H ist by = dp; und somit

dr(1) =N = aja . (14.23)
k
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Beweis. Der 1-Teilchenoperator b ldsst sich schreiben als b = ", | fx)bri( fi|. Da dI'(b) mit
N kommutiert, geniigt es, Matrixelemente beider Seiten von (14.22) zwischen Zustédnden
fester Teilchenzahl n zu vergleichen:

(@"]dL (b)[¢) = Zbkl ¢" T (| f) (fil)|0") = mez &"|(|Fe) (DD

=1

_Zbkln o"(|fe) (FD D)) = Zbkz (fe)o"|a(fi)v")
= (6" Y buagaily")
H

wobei im dritten Schritt die Symmetrie von ¢", ¢ verwendet wurde; und (14.11) im
vierten. U

Analog liasst sich einem 2—Teilchenoperator b auf H ® H, der mit der Permutation der
Faktoren vertauscht (bP2) = P12)b), ein Operator dI'(b) auf F zuordnen:

AL () = (0,0, 6122, (612 4+ @3 4 pEy3 ) |

d.h.

pii) — LN
> 52

1<i<j<n i£j

auf n—Teilchenzustdnden. Seine Fock-Darstellung lautet:

1 x %
dF(b):— Z bk1k21112ak2ak1allal2 (1424)

kikalylo

mit den Matrixelementen by, 1,0, = (fry @ fro |01ty @ fio)-

Beweis. Analog wie oben oder alternativ wie folgt. Es geniigt, den Fall b = d®d fiir einen
1-Teilchenoperator d zu betrachten, da ein allgemeines b Linearkombination von solchen
ist. Dann ist

(dr(d)* — dr(d?))

N)I»—l

— %Zd(i)d( Zd( Z dz) )

i#]

und somit nach (14.22)

_ * * 2 * _ * %
QdF(b> - § :dkllla’]ﬂall E dk212ak2al2 - E (d )kllzaklab - E dkllldk2l2a’k20’k1alla’l2 )

kil kalo kilo E1kalils
wobei
* * * * * * *
g, a1, A, G, = ay, (Fag,an + Oy, )ar, = ag,ap, ai, ai, + Opy1,ag, ar,
verwendet wurde. Das Resultat folgt mit by, ky1,1, = i1y Akl - O

14.5 Korrelationsfunktionen fiir Fermionen

14.6 Korrelationsfunktionen fiir Bosonen
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15 Quantenstatistik

15.1 Zustande und Gesamtheiten

Reine Zusténde eines quantenmechanischen Systems sind gegeben durch Vektoren

ver, =1

eines Hilbertraums H (bis auf die Phase: ¢ — ¢, |¢| = 1). Gemischte Zustdnde sind
Dichtematrizen iiber ‘H

Die Spektraldarstellung davon ist

P=> wP, (15.1)

k

WO

wk:wkz(), Zwkzl,
k

die Eigenwerte von P sind und

o€, lell=1;  Po=|oe)(en|

die Eigenvektoren und Eigenprojektoren. Insbesondere ist jeder gemischte Zustand eine
konvexe Kombination von reinen Zustdnden Py = [¢)(¢|. Erwartungswerte einer beliebi-
gen Observablen A = A* in einem reinen oder gemischten Zustand sind durch (i, Aw),
bzw. tr(PA) gegeben.

Wir betrachten ein System mit rein diskretem Energiespektrum (typisch: Teilchen
in einem Kasten). Dann gibt es eine orthonormierte Basis von Eigenvektoren des Hamil-
tonoperators H:

H% = nwn 5 <wnawm) - 5nm .

Jede Bewegung lésst sich darstellen durch

Y(t) = cpe M, (15.2)

n

Die (zeitlich konstante) Energieverteilung ist gegeben durch
’2

Pn = {cn = Wahrscheinlichkeit, dass H den Wert E,, annimmt.

In Analogie zum klassischen Wiederkehrsatz von Poincaré gilt: Zu jedem t(0) und jedem
e > 0 gibt es beliebig grosse ¢ so, dass

[(t) =) <&

d.h. das System kehrt immer wieder beliebig genau in den Anfangszustand zuriick.
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Beweis. Approximiere in (8.2) (0) durch eine endliche Summe (und damit auch (t), gleichméssig in
t) und beniitze die Kompaktheit der Einheitskugel in diesem endlich-dimensionalen Hilbertraum: ) (t)
enthélt eine konvergente Teilfolge ¥ (t,,), t, — oo und somit |[¢(t,) — ¥ (tm)| < € fiir n,m — oo. Da
e HHL/h ynitir ist, gilt auch |1 (t, — tm) — ¥(0)]| < e.

Auch der Erwartungswert
(A)e = (¥(1), Ad(t))

irgendeiner Observablen A kommt daher seinem Anfangswert (A)y immer wieder beliebig
nahe. Wie im klassischen Fall kann daher die Einstellung des Gleichgewichts nicht im
Sinn der Konvergenz von (A); im Limes ¢ — oo verstanden werden: Erwartungswerte
schwanken um ihren Zeitmittelwert

(A) ;= lim %/0 dt(A); ,

den wir wie in der klassischen Statistischen Mechanik als Erwartungswert im thermo-
dynamischen Gleichgewicht auffassen. Nach (15.1) ist

1 /T
_ — . - i(wn—wm)t
(A) nE cncm(wn,Awm)TlggoT/o dte :
™ Anm h g

0 falls FE, # E,
1 falls E,=F,,

Wenn die Eigenwerte FE,, alle einfach sind (vgl. Ergodenhypothese: nur ein invarianter
Zustand pro Energiefliche), so ergibt sich

(A) =" pnAnn (15.3)

d.h. das thermodynamische Gleichgewicht ist alleine durch die Energieverteilung be-
stimmt. Man kann (15.3) auch schreiben als

(A) =tr P,A,
wobel P,, die Dichtematrix
Pa =" pulthn) (]
ist (diagonal in der Eigenbasis {1, } der Energie). Es ist [Py, H] = 0, d.h. P, ist stationér.
Entropie: In Anlehnung an die Definition im klassischen Fall sei
S(P) = —ktr(PlogP) (15.4)
die Entropie des Zustandes P.

Eigenschaften

1) S(P) > 0, und = 0 nur fir reine Zustdnde P = Py (denn: 0 < w; < 1 in (15.1), also —w; logw; > 0,
und 0 nur fiir w; =0, 1).

2) S ist strikt konkav in P: Fiir P = AP, + (1 — A\)P5, 0 < A <1 (P o: Zustédnde) gilt

S(P) > AS(Py) + (1 —\)S(P) (15.5)
mit “=" nur fiir A =0,1 oder P, = P>.
Beweis. Allgemein, fiir eine konvexe Funktion f : D — R und selbstadjungierte Operatoren A, B mit

Spektrum in D C R, gilt:
tr f(B) = tr[f(A) + F/(4) - (B - A)] (15.6)
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(falls f strikt konvex: “=" nur fiir B = A). Denn sei {¢;} eine o.n. Eigenbasis fiir B, By; = b;¢;. Dann
gilt fiir ¢ mit [|¢]] =1

(¥, f(B)y) = Z lc; [ f(b;) > f(z le;[?b;) = f((¥, BY)) , (15.7)

da Zj lcj|? =1 fiir ¢; = (14, %). Durch nochmalige Anwendung der Konvexitét ist

F((, BY)) = (&, Ap)) + [/ (&, AY)) - (¢, (B — A))
und fiir einen Eigenvektor 1) von A ist die rechte Seite gleich
(W, [f(A)+ f'(A) - (B - A)) . (15.8)

Summation von (15.7, 15.8) iiber eine Eigenbasis von A liefert (15.6). Eine Anwendung davon ist (0 <
A<
tr f(AB1 + (1 = A\)Bz2) < Atr f(By1) 4+ (1 — M) tr f(Bs) (15.9)

(falls f strikt konvex: “=" nur A = 0,1 oder By = Bsy). Mit A = AB;y + (1 — \) Bz ist némlich
Bi=A—(1-\(Bs—B1), By=A+ABs—B),
also

tr f(By) = tr f(A) = (1 = A) tr[f'(A) (B2 — B1)] ,
tr f(Ba) > tr f(A) + Atr[f'(A)(Bz — By)] .

Die gewichtete Summe davon ist (15.9). Der Spezialfall f(z) = zlogz ist (15.5). Fiir diesen Fall halten
wir noch (15.6) fest (4, B > 0)

tr(Blog B) > tr(Blog A+ B — A) (15.10)
(= nur fiir B = A; Kleinsche Ungleichung). O

3) Trennungssatz: Sei P ein Zustand auf dem Hilbertraum H = H; ® Hs eines zusammengesetzen Systems
“142”. Die partiellen Spuren
PlztI‘HZP, PQZtI‘HIP

(try, P ist ein Operator auf H; definiert durch
tryg, (A - tryg, P) = tryg, on, (A ®1d)P)
fiir alle Operatoren A auf H;) sind Zustinde auf H; bzw. Hy. Es gilt
S(P) < S(P1) + S(Py)

mit “=" genau dann, falls P; und P, unkorreliert sind, d.h. falls P = P, ® Ps.
Beweis. Wegen tr P = tr P; ® P, = 1 lautet (15.10) fir B=P, A=P, Q P

trH1®H2 (P log P) Z tr'H1®H2 (P IOg(Pl & PQ)) == tI"Hl (P1 10g Pl) + tI"H2 (P2 10g PQ) .
——o—
(log P1) ®id 4+ id ® (log P»)
4) S ist invariant unter der Zeitevolution:
S(F) = S(P),

wo P, = ¢~ itH/hpgitH/h.
Beweis. Fiir eine beliebige unitéire Abbildung U ist f(UPU*) = U f(P)U*, also tr f(UPU*) = tr f(P),
wegen der Zyklizitdt der Spur. O
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Analog zum klassischen Fall kann man verschiedene statistische Gesamtheiten einfiihren.
Wir betrachten ein N-Teilchensystem im Volumen A mit Hamiltonoperator Hy x auf dem
Hilbertraum Hyy.

1) Die mikrokanonische Gesamtheit: E, N, A fest. Die Dichtematrix ist

1
= ——  _Py(E,A,N),
Sa(E, A, N) o ) (15.11)

SaA(E, A, N) = tr PA(E,A,N) ,

P

wo Pa(E, A, N) der Projektor auf die Eigenvektoren von Hy y mit Eigenwerten in [E —
A, E] ist, und XA (E, A, N) deren Anzahl. Die Entropie (15.4) ist

S(E,A,N) = klog Sa(E, A, N) . (15.12)

Typischerweise ist fiir grosse Systeme die Wahl von A unwesentlich, solange A > N
(e > 0 fest).

2) Die kanonische Gesamtheit: (H), N, A fest.

_ 1 e BHAN ’
Z(B,A,N) (15.13)
Z(B,A,N) = tre PHax~

Die freie Energie ist

F(3,A,N) = —%log Z(B, A, N) . (15.14)

Ist P ein weiterer Zustand mit demselben Energiemittelwert (H) = tr(PH) = tr(PH),
so ist nach (15.10)

tr(Plog P) > tr(Plog P)

= tr(P(—(H —log Z)) = tr(P(—3H —log Z))
=tr(PlogP) ,

d.h. seine Entropie ist kleiner: S(P) < S(P).
3) Die grosskanonische Gesamtheit: (H), (N), A fest. Der Hilbertraum ist der Fock-

raum
o
Hy = @ Han
N=0

mit Zustéanden
w - (%, 7?171?2,1/13’ s ) )
wobei ¢y € Hy n (und Hp o = C) und Skalarprodukt

o0
E (VN ON)HA Ly -
N=0

Der Teilchenzahloperator ist
Nw = (07 wb 2¢27 3¢37 e )
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und der Hamiltonoperator

Hatp = (0, Hy 1901, Hy 99, . . .) .

Die Dichtematrix im Gleichgewicht ist

P=_ e PHA—N) ’
=(8, 1, M) (15.15)

Das grosskanonische Potential ist
|-
QB, p, A) = —pV = 3 log Z(8, i, A) - (15.16)

Alle diese Gleichgewichtszustéinde sind Zustdnde maximaler Entropie bei passenden
Nebenbedingungen (Gibbs’sches Variationsprinzip).
15.2 Unabhingige Teilchen

Wir betrachten unabhéngige Fermionen oder Bosonen (F'/B) mit 1-Teilchen-Energie-
spektrum
<1 <ey...<¢e, < Eq — 00 .

S ey
a— 00

Im Fockraum (s. S. 132) beniitzen wir die entsprechende Besetzungszahlbasis |ng, ng, .. .),

wobel
0,1
. _Jo (F)
0,1,2,3,... (B)

mit ) n, < oco. In dieser Basis sind N und H diagonal:

N|n0,n1,...>:(2na> | no, 1, .. .)
H|n0,n1,...>:(ze€ana) | no, M1y .. .

Somit ist die grosskanonische Zustandssumme

— Z Heﬂ(u%a)na _ H Z oBlu—za)n

noe,M1,... «
= [T (1 & Pee)™ (g) : (15.17)

wobei im Fall (B) p < g¢ sein muss, damit die geometrische Reihe konvergiert. Also ist

logZ =+ ) log(1 & =) (g) . (15.18)

[1]
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Fiir die mittleren Besetzungszahlen (n,) findet man daraus:

<7’L > — z”o7n1,..,naeﬁ27(‘u_€7)”w
’ Zn(),nl,_” eﬁ ZV(M_E'Y)W/’Y

1 /0log= 1 F
:_B<_aga >uﬂ:€ﬂ(a"_”)il <B> 15:19)

Es ist also

(na) = (=)

mit der Fermi/Bose Verteilung

n(r) = (e"+1)"".

Insbesondere gilt im fermionischen Fall die
Teilchen-Loch Symmetrie n(z) 4+ n(—z) = 1.
15.3 Ideale Quantengase

Freie Teilchen im Wiirfel 0 < x; < L, periodische Randbedingungen. Einteilchenzustédnde

Vo (T,m) = 5, el thass+hsaa)

mit o,m = —s,—s+1,...,+s (Spin s) und

2
kzzf”yz, (v € 7).
Die 1-Teilchen-Energien sind
k>
Fo T 2m

Damit folgt (z = e#)

—_
[\

s+1 (2m)3 R
CSEE Zilog(l + ze 7 2m )
i

N J/
'

Riemann-Summe fiir
+ [ d®k log(1 + ze_ﬁ%)

also im thermodynamischen Limes

p 2541 42 [®

F
— = — log(1 + ze™® 15.2
T N dz /zlog(1l 4 ze™") ( ) (15.20)

—: f£,(2)
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vermittels der Substitution

Rk 2
om

Bk = 4xk? dk = 27 (2m) Y

x=/p i

Hier ist A die “thermische Wellenldnge”

27 B h
mkT  /2rmkT

A=h-

(15.21)

(~ de Broglie-Wellenléinge eines Teilchens der Energie kT'). Mit 1/v = 22 (p/kT) folgt

die thermische Zustandsgleichung in Parameterform

2 1
k’% 8_'_ f5/2( )7 <F>

1 2 1
; S+ f3/2( ) b

mit

d
f;;z(z) = Z£f5i/2(2) :

0log E)
U = - )
( aﬁ 2,V

also betrédgt in beiden Féllen die mittlere Energie pro Volumeneinheit

Analog zu (15.19) ist

U 3
i;-—‘—‘7§(5p)
da fBp ox 3732 bei festem z. Fiir die mittlere Energie pro Teilchen folgt
3
U= —puv.
2p

Da die rechte Seite in N
v f5/2(2>

KT fis(2)

i.A. # 1 ist, weichen die Zustandsgleichungen von den klassischen ab.

Klassischer Limes

Aus log(l —z) = =357 2"/n, (|z| < 1) und

2 /°°
— do/re ™ = n=3/?
VT Jo

erhalt man die Potenzreihen

[e.9]

f5/2 :FZ l5/2 9

z 1),
oy (<D
132

5
R

f;;Q(Z) =

=1
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Fiir = < 1 geniigen die Glieder [ = 1. Dann f;Q(z) R~ ffm(z)(% z) und es resultieren

die Zustandsgleichungen eines klassischen (monoatomaren) idealen Gases: pv = kT, u =
(3/2)kT. Dies bedeutet

v>> A Bedingung fiir den klassischen Limes,

d.h. der mittlere Teilchenabstand ist gross gegen A. Dann gilt:

pv=kT", (15.25)
3
u=—kT
2

(klassisches ideales Gas!) Unter Beriicksichtigung der néchsten Ordnung in z lautet

(15.25)
1 A3 A3 2 F
=i (1t gy +o((5)) ()

das Fermigas hat (bei selben T',v) einen héheren Druck (Pauli Prinzip!), das Bosegas
einen kleineren Druck als das klassische Gas.

15.4 Entartetes Bose-Gas und Bose-Einstein Kondensation

Die grosskanonische Gesamtheit existiert im endlichen Wiirfel (Lénge L, periodische
Randbedingung) fiir p < g9 = 0. Ebenso der thermodynamische Limes L — oo, d.h. nur
fiir 0 < z = e”* < 1. Wir kénnen in diesem Bereich die Potenzreihen (15.24) beniitzen

A

(1) = 205, 173 = 2,612

fop(1) =22, 1777 = 1,341

f:;/z(z)
_ f3(2) hat bei z = 1 eine
f5/2(z) : : :
vertikale Tangente (mit Steigung
. fl_/2(1) =D 712 = o0).
0 1 z

Fir p /0 (bzw. z /1) ist

. 2s+1
p— 0 (1) = KT =52 f,0).

. 2s+1
p—0p (T) = Tf;},/z(l) )

(15.26)

wobei p = 1/v die Dichte ist. Nach (15.22) ist (fiir festes 7') p < p*(T). Nun ist es
aber moglich, das System beliebig zu komprimieren. Was passiert fiir p > p*(7)7 Die
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Thermodynamik ergibt sich iiber die Legendre-Transformation (s. Theorie der Wérme):
Die freie Energie f pro Volumeneinheit ist

F(T p) = sup(up = p(T', p))
w
df = —sdT + pdp
(s: Entropie pro Volumeneinheit).

T fest:

; reine Phase 2-Phasengemisch
Steigung p p*(T) H (R) (G)

Die Strecke G entspricht der Koexistenz zweier Phasen, vgl. die Bemerkung auf S. 77.
Die letzte Figur bestimmt dann die restliche Thermodynamik:

T

R
v=v*(T) < T2 baw. T = T*(v) oc v~ 2/3
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D1 4 * *—5/3 bt

L ptoxw

L
p* ‘.‘\

) R p* o T5/2

G leer
— "
v* v T
Isothermen Zustandsdiagramm
(kein kritischer Punkt) (leer oberhalb Koexistenzkurve)
Co

JU 07— Pro Volumeneinheit ist wegen p* oc T°/? fiir
3, /\ p > p* (d.h fir T < T%(v))
2

o T3/2 TTor T dr T 2T
(3. Hauptsatz ist erfiillt!) und

d 15 p*
X ., —pds _ 157

(G) T*(v) R) T T ~ 4T

Spezifische Wirme ¢, (T") pro Teilchen bei festem v

also pro Teilchen

_ I5p'w
Cy = AT
speziell fiir T'=T":
15 5(1)

Cy = - =1,93k .
4 f 3/2(1)

Der statistische Zustand der Dichte p < p*(7T") wurde durch die grosskanonische Ge-
samtheit konstruiert. Fiir allgemeine Dichten kann dies durch die kanonische Gesamt-
heit geschehen, die wegen der Bedingung “N fest” allerdings etwas unpraktisch ist. Fiir
p > p*(T) kann er im thermodynamischen Limes auch durch eine Variante der gross-
kanonischen Gesamtheit konstruiert werden. Das 1-Teilchenspektrum im Wiirfel der Kan-
tenlinge L = V'/3 (periodische Randbedingung) hat die Form

8020 E1 =& = ... Er = ...
® L 4 @ & ®

138



Vorher: Limes L — oo mit z < 1 fest. Dann ist die mittlere Besetzungszahl (15.19) eines

jeden Niveaus

1 1

) — <
() 2 lefr—1 — 1 —1

unabhéngig von L, k beschrinkt (Spin o weggelassen)

Hier: L — oo mit z =2(V) =1— gvv (0 < € < oo fest). Dann ist
2
(ng) = 7= =&V +o(V), (15.27)
wogegen fiir k # 0 gilt
1
I < < 2/3:
(ng) ST 1S B s konst V
<~
>1 >146e;

der 1-Teilchengrundzustand & = 0 (und nur dieser) ist makroskopisch besetzt (“Kon-
densation im Impulsraum”). Fiir die Grenzverteilung der Besetzungszahlen gilt (im Sinne
der Verteilungen, d.h. integriert gegen eine Testfunktion ¢ (k)):

wobel
(2m)~?

" (k) - eﬁh2E2/2m -1

(15.28)

die Verteilung im Limes (15.26) ist: zuerst L — oo, dann z " 1.

Beweis. Die 6-Funktion stammt vom Term k = 0, vgl. (15.27). Fiir die restlichen Terme gilt

R or)3 R
=3 g — e (B)] < (= = 1) EIS ety (i
k0 <(ev)—1 R0

wobei €% (n;) <1+ (ng) = O(V?/3). Der Ausdruck wird dann abgeschiitzt durch

3
< konst V13 @) Zn*(E) —0
o \% V—oo ’
k0

<[ d3kn*(E)<oo
da die Funktion (15.28) (in mehr als 2 Dimensionen) integrierbar ist.

Insbesondere gilt
p(T) =p(T) + &

der Anteil der Teilchen im Kondensat ist




der komplementédre Anteil v/v*. Druck, Energie und Entropie kann man nach (15.18,
15.19, 15.23) durch die Besetzungszahlen ausdriicken:

BpV = log(1+ (ng)) .
U= Z€E<TLE> s
K8 = (1 + (g)) o1+ () = (n) og(ng)]

Die Terme k = 0 dieser Summen sind der Reihe nach: O(log V), (s. (15.27)), 0 (da g = 0),
O(log V) (da =~ log(ng)). Also folgt

pV =pV+o(V), U=U"+oV), S=8"+0oV)
und p = p~,

S A u* s= gt v= 2yt

~ (N) N* (N) o ’ TR oo

(u, s,v) ist das Gemisch im Sinne der Thermodynamik des Kondensats
) v
(u,s,v) =(0,0,0), Anteil 1 — — |
v

mit dem Gas v
(u,s,v) = (u*, s*,v"), Anteil — .
v
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16 Zuriick zu den Grundlagen
16.1 Das EPR-Paradoxon

(Einstein, Podolsky, Rosen, Phys. Rev. 47 (1935), 77)

Die Quantenmechanik liefert nur ausnahmsweise sichere Aussagen (d.h. solche mit Wahr-
scheinlichkeit 1) fiir das Eintreffen eines Ereignisses, wie z.B. einen bestimmten Messwert
einer Observablen. Ist dies iiberwindbar?

In dieser Stossrichtung formulierten EPR die Frage: “Can quantum-mechanical description
of physical reality be considered complete?” Im Folgenden ist (i, ii) ihre Prazisierung der
Frage, (iii) die Antwort (nein) und (iv) die Begriindung:

(1)

Ein (hinreichendes) Kriterium fiir ein Element physikalischer Wirklichkeit ist:
“If, without in any way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e.,
with probability equal to unity) the value of a physical quantity, then there exists
an element of physical reality corresponding to this physical quantity.” Der
Begriff ist unabhéngig von einer bestimmten Theorie und die Voraussage kann z.B.
durch Erfahrung geschehen.

Ein (notwendiges) Kriterium, damit eine physikalische Theorie vollstindig (com-
plete) ist, lautet: “Every element of physical reality must have a counterpart in the
physical theory.”

“While we have thus shown that the wave function does not provide a complete
description of the physical reality, we left open the question of whether or not such
a description exists. We believe, however, that such a theory is possible.”

(Variante von Bohm) Zwei Spin i-Teilchen, (1) und (2), befinden sich zusammen
im Spin 0-Zustand .

0,0) = ﬁﬂg& —e3) — | —€3,¢€3)) , (16.1)
der sich nach (7.33) bzgl. aller Quantisierungsrichtungen gleich schreibt (EPR~-
Paar). (Ein solcher Zustand ist eine der Zerfallsmoglichkeiten des Pions, 7 — e~e™,
in ein Elektron und ein Positron.) Die Teilchen laufen danach frei auseinander, was
ihren Spinzustand (16.1) nicht &ndert. Je eine Spinkomponente Sj(i), (j = 1,2,3),
der beiden Teilchen, (i = 1,2), wird dann gemessen. Die beiden Messungen sei-
en raumartig getrennte Ereignisse, sodass nach der SRT eine kausale Beinflussung

ausgeschlossen ist. Die Messung von S;l) und SJ(.Q) (gleiche Richtung j) ergibt ent-
weder (h/2, —h/2) oder (—h/2,h/2), je mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Also kann Sg)

vorher: nachher:
1)
Sjl o
oo - ... 7./‘%2
)

141



vorausgesagt werden, ohne das Teilchen (1) zu storen, ndmlich durch Messung von
SF). Nach (i, ii) hat SF) einen bestimmten Wert, der zwar ohne Messung von SEZ)
niemandem bekannt ist. Ebenso fiir Sél) und Sél). Nach der QM hat eine Observable
im Zustand [¢) nur dann einen bestimmten Wert, wenn |¢)) ein Eigenvektor davon
ist, vgl. (3.22). Ein gemeinsamer Eigenvektor fiir S](-l), ( = 1,2,3), ist aber wegen
(s 8] = instY unméglich!

Bohr (Phys. Rev. 48 (1935) 696) raumt zwar ein, dass “there is no question of a mechanical
disturbance of the system under investigation”. Jede der drei Spinkomponenenten S](l)
kann nicht, sondern kénnte bloss vorausgesagt werden. Die blosse Moglichkeit (i) einer
Vorhersage reicht ihm zur Begriindung eines Elements physikalischer Wirklichkeit nicht
aus: “There is essentially the question of an influence on the very conditions which define
the possible types of predictions regarding the future behavior of the system. Since these
conditions constitute an inherent element of the description of any phenomenon to which
the term “physical reality” can be properly attached, we see that the argumentation of the
mentioned authors does not justify their conclusion that quantum-mechanical description
is essentially incomplete.” Einstein liess sich umgekehrt davon nicht iiberzeugen.

Eine im Sinne von EPR vollstandige (und erhoffte) Theorie wiirde sich rechtfertigen, falls
ihre Voraussagen

(a) die der QM reproduzieren, oder
(b) sofern sie von denen der QM abweichen, durch das Experiment bestétigt werden.

In den néchsten beiden Abschnitten werden wir sehen, dass beides im Wesentlichen nicht
zutrifft.

16.2 Verborgene Variablen

Eine Theorie “verborgener Variablen” ist eine, wo in jedem Zustand des Systems (rei-
ner Zustand) die Werte aller Observablen festgelegt sind; es ist aber zuléssig, dass der
einzelne Zustand nicht bekannt ist (oder es gar nicht sein kann), sondern bloss eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung (gemischter Zustand). Die QM ist keine solche Theorie, da der
Zustand [¢)) nur die Verteilung der Werte einer Observablen bei Messung bestimmt. Kann
die QM durch eine Theorie verborgener Variablen reproduziert werden? Diese Frage kann
auf mindestens zwei Arten prézisiert werden. Zunéchst die schwéchere Auslegung:

(V-) Es gibt einen Raum Q (Wahrscheinlichkeitsraum; w € €2 ist die verborgene Variable)
und zwei Abbildungen:

Zustéande — Wahrscheinlichkeitsverteilungen dp,(w) auf Q, (16.2)
Observablen A = A* — Funktionen A(w) auf 2 (16.3)

(A(w) ist der Wert von A in w), sodass die quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten
fir die Messwerte wiedergegeben werden: Ist A = ). a;P; ihre Spektralzerlegung, so gilt

(WIRY) = pp({w e Q| Aw) = ai}) . (16.4)
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Insbesondere ist der Erwartungswert von A

(6| ) = / Aw)dpy(w) (16.5)

Q

Beispiel. (Bell 1964) Verborgene Variablen fiir ein Spin %, H = C?:

Q={w=(v),\N v eC|v|=1Lre[-11]},
d\
dpu@) =D antw= (), )
Fiir die Observablen 7 - €, (|e] = 1), sei

1, falls e[ -e), 1],

(7 E)w) :{ 1 falls Ae =1, —(0|G - el)) | (16.6)

Damit ist |+ ()5 - o)
. g-e
pp({w e Q| (- ¢)(w) = +1}) = 5 ,
in Ubereinstimmung mit (1| P+|4), s. (7.82). (Ahnliche Beispiele gibt es auch fiir dim H >
2.) In Zusténden w = (|¢), \) mit

A = max(—(|a - ely), =(¥|a - (=€)[y)) = [(¢]0 - el)]

gilt sowohl (7 - €)(w) = +1 wie auch (¢ - (—€))(w) = +1. Dies ist unbefriedigend, denn
letzteres ist physikalisch dasselbe wie (7 - €)(w) = —1, was mit ersterem inkompatibel ist.
Anders gesagt: Der Stern-Gerlach Analysator auf Seite 83 bestimmt nicht nur den Wert
der Observablen & - €, sondern auch der Ereignisse Py = | £ €)(%é], ja nach (3.13) jeder
Observablen, die bzgl. | £ €) diagonal ist. Wir verschéarfen deshalb (V-) zu

(V+) Sei 2 und (16.2) wie vorher. Statt (16.3) sei eine Abbildung
Projektoren P = P* = P* — Teilmengen P C (2 (16.7)

gegeben, sodass

(WIPIY) = py(P) (16.8)
Z P =1 — {P,} ist eine Partition von 2 . (16.9)

Bemerkungen. 1. Dies impliziert (V-): Falls A = > . a,P; (Spektralzerlegung), folgen
(16.4, 16.5) mit

Aw) =) aixp, ) (16.10)

i

(xp: charakteristische Funktion von P C ).
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2. Mit f(A) =5, f(a;)P; folgt aus (16.10)
fA)(w) = f(AWw)) - (16.11)
3. Gilt [A;, As] = 0, so folgt
(A1As)(w) = Ay (w)Az(w) . (16.12)

Dies, weil Ay, Ay bzgl. einer selben orthonormierten Basis diagonal sind, und damit von
der Form A; = f;(A), (i = 1,2), fiir einen geeigneten Operator A = A* mit derselben
Eigenschaft.

Beispiel (Fortsetzung) Sei S eine “Kugelhilfte”, d.h. fiir jedes €, (|e] = 1), sei entweder
¢ € S oder —¢ € S. Die Abbildung (16.7) sei 0 — @, 1 — Q und, fiir 1-dimensionale
Projektoren P = P(e€) = (140 - €)/2, vgl. (16.6),

[, @eS).
(=1, (] - ely)) (=€ 5).
Gleichung (16.8) ist erfiillt. Die nicht trivialen Zerlegungen »; P; = 1 sind die in zwei

1-dimensionalen Projektoren, P(é) + P(—¢€) = 1,(¢ € S). Die entsprechenden Intervalle
[—(¥]a ey, 1], [-1, (¢|o- (—€)|v)) erfiillen (16.9). Somit ist (V+) fiir ein Spin § moglich.

Das letzte Argument beruht darauf, dass es fiir dim’H = 2 zu jeder Richtung nur eine
orthogonale gibt.

Satz. (Kochen, Specker 1967) Sei dim’H > 3. Dann ist (V+) nicht moglich. (Es geniigt,
die Abbildung (16.7) fiir endlich viele, geeignete P’s zu postulieren.)

Beweis. (nach Mermin 1990, fiir dimH = 8 und somit auch fir dimH > 8). Sei H =
C? ® C? ® C? der Hilbertraum dreier Spin 1. Betrachte die selbstadjungierten Operatoren

cV=00101, oP=1e0ael, o2=10lcs, (i=1,23),

die Produkte

Q=0 Q= oePe | g=deel® (613)
sowie das Produkt davon
Q1Q2Q3 = —01 Uf)df’) . (16.14)
Es gilt
@ 6P =0, (i#7), (16.15)
[Qi, Q] =0 (16.16)

so ist z.B. ©1Qs = oMalValPeP (62 = (—1)26{V0MePe? = .0, woraus auch
(16.14) folgt. Was folgt daraus fiir die verborgenen Variablen? Da die Faktoren in (16.13)
kommutieren, ist nach (16.12)

Q1 (w) = 01 (W)od (w)os? (w) | (16.17)
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usw.; da die in QQ1Q2Q3 ebenfalls, folgt
(Q1Q2Q3)(w) = Q1(w)Q2(w)Qs(w) = Og)(w)af) (w)aig)(w) = (ag)a?)a?))(m) , (16.18)

wobei (037 ()2 = (637)2(w) = 1(w) = 1, s. (16.11, 16.8), verwendet wurde. Da Q1 Q2Qs3 #
0 gibt es Zusténde [¢)) mit (|Q1Q2Q3|1) # 0. Nach (16.14) ist
(W@Q1Q2Qs1¢) = ~(loy 01”0y |4) (16.19)

nach (16.5, 16.18) aber auch

(W1Q1Q2Qsl0) = +(wlot ooy |) -
Widerspruch! O

In der QM kommutieren Observablen A, B, die verschiedenen Teilsystemen entsprechen,
womit AB auch selbstadjungiert ist: (AB)* = B*A* = BA = AB. Im Rahmen von (V-)
stellen wir fiir solche Félle die Lokalitdtshypothese:

(L) Gehoren die Observablen auch noch zu raumartig getrennten Messungen, so ist

(AB)(w) = A(w)B(w) . (16.20)

Bemerkungen. 1. Im Rahmen von (V+) ist (L) wegen (16.12) von selbst erfiillt.
2. (L) ist naheliegend, wenn der Zustand w eines zusammengesetzten Systems durch die
seiner Teile gegeben sein soll, w = (wy, ws).

Satz. (Bell 1964) Die QM ist unvereinbar mit (V-, L).
Beweis. Wir betrachten drei Teilchen im Spinzustand

1

V2

die anfénglich rdumlich zusammen, spéter aber entfernt sind, wie bei EPR. Die Messungen
je einer Spinkomponente der 3 Teilchen kénnen dann raumartig getrennt sein. Es ist:

Qi) =¥y,  (=123), (16.21)

) (|e5) @ |€5) @ [e5) — | — é3) @ | — €3) ® | — €3)) .

denn wegen o] £ é5) = | F €3), 09| £ €3) = i| F €3) ist z.B.
Qi &)@+ @) = (H)? F&) Q| Fé3) Q| Fés).

Auf der Seite der verborgenen Variablen gilt weiterhin (16.17), nun wegen (L). Nach (16.4)
ist 0;(w) = £1, (py-fast sicher), also gilt anstelle von (16.18) immerhin noch

Q1 (w)Q2(w)Q3(w) = (01?0 (W) .

Aus (16.21, 16.4) folgt Q;(w) = 1 fast sicher. Damit ist (¢]o\"o?® 1) = 1 nach (16.5),
aber auch = —1: Widerspruch. Il
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16.3 Die Bellsche Ungleichung

Die Bellsche Ungleichung bezieht sich nicht auf die QM, sondern gilt fiir beliebige lokale
Theorien verborgener Variablen: Zustiande (bzw. Observablen) sind Wahrscheinlichkeits-
masse dp(-) (bzw. Funktionen A(-)) auf Q 3> w; Erwartungswerte sind durch

m»=4mmww>

gegeben. (Ubereinstimmung mit der QM, s. (16.5), wird hier nicht verlangt). Ferner soll
Lokalitét gelten: entsprechen A, B raumartig getrennten Messungen, so soll fiir AB (“zu-
erst B, dann A messen”) (16.20) gelten.

Satz. (Bell 1964, Clauser et al. 1969) Seien A, A" von B wie von B’ raumartig getrennt,
alle mit Werten £1. Dann gilt

(AB) + (A'B) + (AB') — (AB')| < 2. (16.22)

Beweis. Es ist
—2 < (A(w) + A (w))B(w) + (Aw) — A'(w))B'(w) < 2,

und zwar ist der Ausdruck = +2; denn

Aw) = A'(w) — Aw) 4+ A'(w) = £2, Alw) — A(w)=0,
Aw) = —A'(w) = Aw)+ A(w) =0, Aw) — A(w) = £2.
Bildungs des Mittelwerts liefert (16.22) 0
Die Messung der Spinkomponente Sy = gaﬁ in Richtung 7, (|7i| = 1), eines Spin %—

Teilchens ergibt stets
aﬁ(w) ==+1.

Bei zwei Teilchen, 1,2, sollen, raumartig getrennt, die Komponenten

A=oW A =W , B=c¢? B =¥
nl n

ny n2 2

gemessen werden (vgl. Fig. Seite 141). Bezeichnen wir die Korrelationen mit

C(ﬁbﬁ?) = <O-7(711) ) 0-7(322)> )

so folgt aus (16.22)
C (71, 7ip) + C (7, 7ia) + C(7y, 7iy) — C(iy, 7h)| < 2. (16.23)

) — 70) . 7. Der Zustand

i
n

Diese Vorhersage soll nun mit der QM verglichen werden, wo o
1) sei das EPR Paar (16.1), fiir welches

(@0 +3P)-dy) =0, (@0 dy) =0, (TR’
gelten. Damit ist

C(iy, iiz) = (|3 - 7i) () - fia) |[Yp) = — (| (3 - 7iy) (V) - ia) |00) = —7dy - 7l .

(&

ﬁ1~ﬁ21+15(1) ~(ﬁ1/\ﬁg)
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Die Ungleichung (16.23), die nun

|Tiy - Tlg + 71y - Ty + Tiy - Ty — 70y - Tiy| < 2 (16.24)
(alle |7i;| = |7if| = 1) lautet, ist aber verletzt: Fiir die
Vektoren der Figur ist 7
,r—i/

oty = 1 g — T - 7y — o - — 2 2 iz

121212/1 2 m/d /4
3T 2
ﬁll ﬁIQ:COSZ:_77 7T/4
=/
ny

die linke Seite in (16.24) also = 2v/2 > 2.

Dies beweist nocheinmal den Satz auf Seite 145: die QM kann nicht durch eine lokale
Theorie verborgener Variablen reproduziert werden.

Das Experiment von Aspect et al. (1982, anhand von Photonen statt Spin %-Teilchen)
bestitigt die Verletzung der Bellschen Ungleichung (16.23).

16.4 Quanten Teleportation
(Bennet et al. 1993)

Auf Seite 25 wurden die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Ergebnisse einer Messung
gemiss QM angegeben. Was aber ist der Zustand nach der Messung? Dazu das (umstrit-
tene) Postulat der “Reduktion des Wellenpakets” (5. Ubungen): Infolge einer Messung
mit Zerlegung 1 = >, P, geht der Zustand |¢) = ) . B|¢) iiber in Pij1) /|| Pi|)]|| mit
Wahrscheinlichkeit (| P;|).

Alice und Bob besitzen je ein Spin %—Teilchen eines EPR Paars (Teilchen 1 und 2)

) = 5(1e—e) = | = e ). (16.25)
Alice soll den unbekannten Zustand |¢) eines weiteren Spins (Teilchen 0) an Bob tibermit-
teln, und zwar unter Verwendung bloss klassischer Information, d.h. endlich vieler Bits.
Dies ist (scheinbar) unmaéglich: (a) Der Transport des Teilchens wiirde die Ubertragung
des Zustands |¢) (QM Information) beinhalten. (b) Alice ist es nicht moglich, |¢) zu mes-
sen, sondern nur, ob das Teilchen | 4 €) oder | — €) ist. Das Erfassen dieser klassischer
Information wiirde |¢) zerstoren.

Mit Hilfe von (16.25) kénnen Alice und Bob den Zustand des Teilchens 0 auf das Teilchen
2 iibertragen (Teleportation). Der Zustand aller drei Teilchen ist

) @ |¢) = %(W?g?) ® | —é3) — o, —€3) @ |€3)) .

Alice kann Messungen an ihren Teilchen 0 und 1 vornehmen, wie z.B. die mit Zerlegung



wobei P; = |y;)(x;| die Projektoren auf die orthonormierten Zustéinde

) = %ue@, &) — | — &) |
xz) = %(\53, &)+ | - )
|X3> = %(\53, 53> - | — €3, —53>) )
Xa) = (18 8+ |~ — )

S

sind. Die Zusténde nach der Messung entnimmt man aus

Pile) @ ) = 3ha) ® (-] - EN=Esle) — ) @le))
Pile) @ ) = £ lxa) @ (| - E){le) ~ 18 (@le))
Pile) ® ) = 5h) ® (| - &) (@sle) + les(—esle))

Pile) ® ) = 5 ) ® (| - &) @) — e){—aale))

Alice tibermittelt das Ergebnis i = 1,2,3,4 (2 Bits) an Bob. Je nach Ergebnis wendet
er folgende unitére Operatoren auf sein Teilchen 2 an (realisierbar durch Spinprézession,
vgl. Ubungen) und erhélt dessen Zustand:

Alices Ergebnis | Bobs Operation | Zustand
1 1 —|¢)
2 03 —|¢)
3 o1 2
4 02 —ile)

In allen Féllen ist der Zustand |p) (Phase ohne Bedeutung) wiederhergestellt!

Quanten Teleportation ist mit Photonen experimentell realisiert worden (Zeilinger et al.
1997).
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A Anhang: Selbstadjungierte Operatoren

1. Grundlagen

e Hilbertraum # iiber C mit Skalarprodukt (-,-); Norm ||ul| := (u,u)'/2.
Konvergenzbegriffe in H:

— Normkonvergenz:
Uy — U, d.h. |ju, —u|| — 0.
— schwache Konvergenz:
Uy —> U, d.h. (v,u,) — (v,u) , (Vv eH).
Es gilt:
Uy = w,  |un| = ||ull = Uy — U . (A.1)

e Beschriinkte Operatoren, B € L(H):

B:H—H, u+— Bu, linear

mit ||Bu| < Cllu|| fiir ein C' > 0; || B]| := kleinstes solches C'.
Konvergenzbegriffe in L(H):

— Normkonvergenz:
B, — B, d.h. ||Bn—BHmO.

— starke Konvergenz:

B, % B, d.h. B,u — Bu, (Vu € H) .
— schwache Konvergenz:

B, % B, d.h. Byu = Bu, (VueH) .
Es gilt, s. (A.1):

B, % B, ||Byul — ||Bu| (Yu€H) = B, > B. (A.2)

e Satz von Riesz: Sei D C H ein dichter Teilraum, d.h. D = H (D: Normabschluss von
D). Zu jeder beschriankten Linearform [ auf D,

[:D—C, v—l(v), linear
()] < Clvll

gehort ein eindeutiges u € H, sodass
l(v) = (u,v) . (A.3)
Anwendung: Ebenso gehort zu jeder Sesquilinearform b auf D,

linear in v

b:DxD—C, (u,v) = b(u,v) antilinear in «

[b(u, )| < Cllulljo] ,
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ein eindeutiges B € L(H), sodass
b(u,v) = (u, Bv) . (A.4)

Bemerkungen. 1) b, und somit B, ist durch b(u,u) iiber die Polarisationsidentitéit be-
stimmt:

3
1
b(u,v) = 7 ]; i7*b(u + iFv, u + i) . (A.5)
2) Ist b(u,u) > 0, (Vu € H), so gilt die Cauchy Ungleichung

|b(w, v)|* < b(u, ) - b(v,v) .

2. Unbeschrinkte Operatoren

Definition. Ein Operator A auf H ist eine lineare Abbildung
HD>DA) — RACH, u— Au

T T

Teilraum Teilraum
Definitionsbereich Wertebereich
von A (domain) von A (range)

Regeln.

A=B : D(A)= D(B)und Au = Bu, (Vu € D(A))
ACB : D(A) c D(B) 7 7 7
(B heisst Fortsetzung von A)
DA+ B) = D(A)ND(B) und (A+ B)u = Au+ Bu
D(AB) = {ue D(B)|Bue D(A)} und (AB)u = A(Bu)
A1 existiert A ist injektiv, D(A™!) = R(A), R(A™') = D(A)

Der Nullraum von A ist N(A) = {u € D(A) | Au = 0}.
A injektiv < N(A) = {0} .
Definition. Sei A ein Operator. Falls

u, € D(A)
Uy, — 0 = v=0, (A.6)
Au,, — v

so heisst A abschliessbar; dann ist der Abschluss A (O A) definiert durch
u, € D(A)

Uy — U = u€ D(A), Au=vwv, (A.7)
Au, — v
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wobei (A.6) die Eindeutigkeit von v in (A.7) sichert. A heisst abgeschlossen, falls A = A,
d.h. falls die linke Seite von (A.7) u € D(A), Au = v impliziert.

Lemma 1. Sei A™' € L(H) (d.h. A: D(A) — M ist injektiv und surjektiv, ferner A~
beschrinkt). Dann ist A = A.

Beweis. Aus u, € D(A), u, — u, Au,, — v folgt u,, — A™'v = u. O

Definition. Die Resolventenmenge p(A) von A ist
p(A) ={z€C|(z—A)" € L(M)}, (A.8)

dh. z € p(A) gdf N(z — A) = {0}, R(z — A) = H und die Resolvente (z — A)~!
beschrankt ist.

Falls es ein solches z gibt, ist nach dem Lemma z — A und somit auch A abgeschlossen.

Das Spektrum von A ist
o(A) =C\p(4). (A.9)

p(A) ist eine offene Menge (ohne Beweis), o(A) also eine abgeschlossene.
Fiir 21, 29 € Cist

(1 =A) = (2= A = (- 2)(a - A) (- A7,
insbesondere kommutieren die Resolventen von A.

Definition. Sei A ein dicht definierter Operator, d.h. D(A) = H. Die Adjungierte
A* von A ist dann wie folgt definiert: u € D(A*), falls

|(u, Av)| < ClJof|, (Vo € D(A));
dann ist die Linearform v + (u, Av) auf D(A) beschriankt, nach (A.3) also
(u, Av) = (w,v)
fiir ein durch u eindeutig bestimmtes w € H:
A'u=w .

Offensichtlich ist A* ein linearer Operator auf H.

Bemerkung. Fiir A, B € L(H) gilt: A* € L(H) mit ||A*|| = ||A]|; (AA)* = AA*, (A € C);
(A+ B)* = A* + B*; (AB)* = B*A*; A*™ = A.

Allgemein gilt fiir ein dicht definierter Operator A:

Lemma 2. i) A* ist abgeschlossen.

ii) A* ist dicht definiert gdf A abschliessbar ist; dann ist A*™* = A.
iii) N(A*) = R(A)*L.

w) Falls A~' € L(H), so auch (A*)~" € L(H) mit (A*)~" = (A7)~
v) Ist A abgeschlossen, so gilt p(A*) = p(A) (k omplexe Konjugation).
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Beweis. Nur iii): Fiir u € D(A*) ist
(u, Av) = (A*u,v) , (Vv € D(A)) . (A.10)

Dies verschwindet, falls u € N(A*), also u € R(A)*. Umgekehrt folgt daraus u € D(A*),
dann u € N(A*) aus (A.10). O

Definition. Sei A dicht definiert.

a) A heisst symmetrisch, falls
(u, Av) = (Au,v) , (Vu,v € D(A)) ,
oder, je gleichbedeutend,
(u, Au) e R, (Vu e D(A)) , (A.11)

s. (A.5), bzw.
AcCA. (A.12)

b) A heisst selbstadjungiert, falls
A=A".

Die Unterscheidung zwischen a), b) entfillt fiir beschrinkte Operatoren (also iiberhaupt,
falls dim H < 00), ist aber fiir dim H = oo echt, selbst fiir abgeschlossene A.

Als Vorbereitung fiir ein Beispiel benttigen wir:
Lemma 3. Fiir ¢ € L?[0,1] sei dip/dx als Distribution definiert,

dy)
dx

Falls di/dx € L*0,1], so ist ¥(x) stetig (d.h. ¢ kann dann als stetige Funktion gewdhlt
werden). Gilt auch dp/dx € L*[0,1], so

[ (8o + %) o = staroto

——[v] = ¢[ } (Vo € C(0,1)) .

1

0

Bewelssklzze i) Ist dyp/dx = 0, so ist P(x) konstant
=[5 dwdw ist wohldefiniert (da f; | Clde' < ( (fy | |2d:p’)1/2(f0x 1dz')"/?) und

stetlg, ferner als Distribution dip/dx = dip/dzx.
i), ii) zusammen: 1 = 1 + konst. O

Beispiel. Sei H = L?|[0, 1].

a) Die Operatoren p, p sind dicht definiert als

D) = WeH|Lerpy,  pw=-it

D(p) = {¢€D@)[¢0)=0=40)},  pp=pyp.
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Offenbar ist

pP&p-
Behauptung. i) p ist abgeschlossen; ii) p* = p. Also ist p abgeschlossen (s. Lemma 2i))
und symmetrisch, da

pCh=p=p
(s. Lemma 2ii)), nicht aber selbstadjungiert.

Beweis. i) aus ¥, € D(p), ¥, — ¢, pi, — ¢ folgt fiir jede Testfunktion v € C§°(0,1)

. dy .
(v, ¢) = lim =i (v, 22 = timi( 5 ) =i (5, 0)
) ~——
el = —nl ) ~ [l
also —idi /dx = ¢ € L]0, 1] und damit ¥ € D(p), py = .
ii) ¢ € D(p*) bedeutet
(B, o)l < Cllvll, (V¢ € D(p)) (A.13)
und insbesondere y
R < Cllell. (e CEO.1), (A.14)

also dp/dx € L*(0,1), s. (A.3), d.h. ¢ € D(p). Zudem ist fiir ob € D(p)

(DY, ) — (¥, pp) = i/ol (%so(x)ﬂﬁ(x)j—i) dx

= ¥(1)e(1) = $(0)p(0) -

Hier ist |(¢, po)|/[[¢]] (< [[pell) beschrénkt, nicht aber ¢(0)/[[¢[, ¥(1)/[[¢[], die un-
abhéngig voneinander durch Wahl von 1) gross gemacht werden kénnen. Also gilt (A.13)

gdf p(0) =0 = (1), d.h. falls ¢ € D(p); dann ist auch p*p = pp = pep.
b) Sei o € C mit || = 1 fest gewéhlt und p, dicht definiert durch
D(pa) ={ € D(p) [ ¥(1) = a(0)},  path =py.
Ebenfalls ist p, C p.
Behauptung. p} = pq.
Beweis. ¢ € D(p}) impliziert wie in (A.14) ¢ € D(p), ferner fir ¢» € D(pa)

(Path; @) = (1, Pp) = 1 (0)(ap(1) — ¢(0)) = a(0)((1) — ap(0)) -

Nun ist ¢ € D(p}) dquivalent zu ¢ € D(p), p(1) = ap(0), also zu ¢ € D(p,); dann ist
auch pLp = Py = pap-

Satz 3. Sei A ein symmetrischer Operator. Dann sind dquivalent:

a) A*=A
b) o(A) ist reell
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c) R(z— A) ="H fiir alle z mit Im z # 0 (oder, dquivalent, fir z = +i)
d) A ist abgeschlossen und N(z — A*) = {0} fiir alle z mit Im z # 0 (oder z = +i).

Beweis. Wegen (A.11) ist fiir u € D(A)
[ 2 [Jul]* = [Im (u, (z = A)u)| < [[ullll(z — A)u] ,
also
Iz = Aull = I 2flull,  (Vu € D(A)) . (A.15)
Insbesondere ist N(z — A) = {0} fiir Im z # 0.

i) Wére R(z — A) = H fiir ein Im z # 0, so wére nach (A.15) z € p(A); nach Lemma 1
z — A und damit A abgeschlossen.

ii) Ware A abgeschlossen, so wire es R(z—A), (Im z # 0), auch. Denn: (z — A)u,, — v mit
u, € D(A) impliziert nach (A.15), dass u, Cauchy ist, also u,, — u, und wir schliessen
u€ D(A), (z— Au = .

Daraus, aus Lemma 2iii) und aus M+ = M folgt (c¢) < (d). Die restlichen Aquivalenzen
beweisen wir iiber (a) = (c¢/d, “alle”) = (b) = (c¢/d,* £1”) = (a). Die Implikation (c)
= (b) folgt aus (i), (b) = (c) aus der Definition von o(A).

a) = (d): A ist abgeschlossen nach Lemma 2i). Zudem ist N(z — A*) = N(z — A) = {0},
Im z # 0) nach (A.15).

(
(
(cund d) = (a): Wegen (A.12) geniigt es, D(A*) C D(A) zu zeigen. Sei u € D(A*). Wegen
(c) gibt es v € D(A), sodass (i— A*)u = (i— A)v = (i — A")v, also (i — A*)(u —v) = 0;
wegen (d) ist u=v € D(A). O

3. Projektionswertige Masse

Definition. Ein projektionswertiges Mass (P-Mass) F auf R ist ein *-Homomorphis-

mus C°(R) — L(H), f— E(f), d.h.

E(af+Bg) = aE(f)+BE(g), (,8€C), (A.16)
B(fg) = E(/)E(g) (A7)
E(f) = E(f) . (A.18)
Ist zudem
{E(flu]| f e CP(R), ue H} (A.19)

dicht in 'H, so ist E ein Spektralmass.

Wir werden E auf sukzessiv grossere Funktionenklassen fortsetzen, die schliesslich die
charakteristischen Funktionen y,; gewisser Mengen M C R umfassen. Dann wird E); :=
E(xar) ein orthogonaler Projektor, vgl. (A.17, A.18), sein mit

Ev,Er, =0,  Buyor, = Ba, + Evgg . (Myn My = 0) (A.20)

Dies erklart den Namen “P-Mass”. Da die Fortsetzungen eindeutig sein werden, nennen
wir sie immer noch F.
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Sei
Co(R)={f:R— C| f stetig mit lim f(x)=0}.

|z|—o00

Beachte, dass C(R) der Abschluss von C§°(R) in der Norm
[flloe = sup{z € R [ |f(z)[}
ist.
Lemma 4. Sei E : C°(R) — L(H) ein P-Mass. Dann gilt
IEHT <11 fll - (A.21)

Es hat deshalb eine eindeutige, stetige Fortsetzung zu E : Coo(R) — L(H). Diese erfillt
wieder (A.16-A.18, A.21), sowie

E(f)=0,  (f=0). (A.22)

Beweis. (A.21): Wegen E(af) = aF(f) geniigt es zu zeigen, dass [|[E(f)|| < 1 fiir
| fllo < 1. Dannist g = f/1—|f]?> € Cg°(R), also

0< E(g)"E(g) = E(lgI*) = E(If]*) — E(f1") ,
E(If1*) = E(1fI") = E(fP)E(IfI) > 0.
Mit || B|| = supy 1 (u, Bu) fiir B > 0 folgt

BN = TEAFDN (A.23)
und mit |B*B|| = || B||? auch noch
IEFI = 1ES) BN = IEDI*,
IEQSIDN = IEQSPI = 1B,
sodass ||E(f)] <1 nach (A.23).
(A.22): Fiir f >0, f € Coo(R) ist auch /f € Co(R), also E(f) = E(\/f)*E(v/f) > 0.0
Borel-Funktionen auf R. Fiir beliebige Funktionen f : R — C schreiben wir

lim f,(z) = f(x) (A.24)

n—oo

fiir den punktweisen Limes. Falls f,, beschrinkte Funktionen sind mit sup,, || .|| < C' < oo,
so schreiben wir statt (A.24) auch

p—lim fu(z) = f(z) ,
(dann ist || f]le < C).

Definition. Die Klasse B(R) der Borel-Funktionen auf R ist die kleinste Funktionenklasse
F mit den Eigenschaften

(b) Aus f, € Fund f,, — f folgt f € F. (A.25)
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Ersetzt man f, — f durch f, = f, so erhélt man die Klasse der beschréinkten Borel-
Funktionen B¥(R) = {f € B(R) | || f]le < c0}.

Lemma 5. Jede konstante Funktion f(x) = c gehért zu B = B(R), B*(R). Mit f,g sind
auch f+g, fg und f in B: B ist eine Funktionenalgebra mit Finselement und komplexer
Konjugation.

Beweis. Nur fg € B: Sei g € C(R) fest. Die Klasse F aller f mit fg € B erfiillt (A.25),
umfasst also B. Nun sei f € B fest. Die Klasse F aller g mit fg € B erfiillt wieder (A.25),
also ist fg € B fiir f, g € B.

Definition. M C R heisst Borel-Menge, falls x5, € B(R).

Lemma 6. Borel-Mengen sind

— das Komplement jeder Borel-Menge.

— die Vereinigung und der Durchschnitt abzihlbar vieler Borelmengen.
— jede offene und jede abgeschlossene Menge.

(ohne Beweis).

Integrale. Ein Integral auf R ist ein positives lineares Funktional C(R) — C:

I(f)=0, (f=0).

Satz 7. Jedes Integral I mit
I(f) < 1l (A.26)

hat eindeutige (lineare, positive) Fortsetzungen auf
(i) I : B*(R) — C mit der Figenschaft (A.26) und
I(f)) = 1), (fa= 1), (A.27)

sowie weitergehend auf

(ii) ® alle g € B(R), g >0, wobei 0 < I(g) < o0,
e alle f € B(R) mit I(|f]) < oo, wobei I(f) € C mit der Eigenschaft (dominierte
Konvergenz)

I(fn) = I(f), (A.28)
falls f, — f mit [f.| < g, I(g) < oo.
Dies ist der Satz von Riesz-Markov. Man schreibt auch

1(f) = / SN | (A.20)

wobei p das entsprechende Borel-Mass ist: (M) = I(xa), (M Borel-Menge).

Satz 8. Jedes P-Mass E : C(R) — L(H) hat eine eindeutige Fortsetzung E : B>*(R) —
L(H) mit (A.16-A.18, A.21, A.22) und

E(fa) = E(f), (o™ f) (A.30)
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Beweis. Eindeutigkeit: Seien Ey, E, solche Fortsetzungen mit F = {f € B¥(R) | E1(f) =
E>(f)}. Da F (A.25) erfiillt, ist F = B*(R).

Existenz: Fiir jedes u € 'H ist
1(F) = (w, E(f)u) (A.31)
ein Integral mit |I,(f)| < ||ul|?||f]loo, das nach Satz 7 eine Fortsetzung auf f € B>(R)

hat. Die Sesquilinearform

3

b, o) = =S Lwf), (F € BX(R)) (A.32)

k=0

erfilllt bs(u,v) = (u, E(f)v) fir f € C(R), s. (A.5). Die Klasse aller f € B>*(R), fir
welche by eine beschrinkte Sesquilinearform (mit Norm || f]|~) ist, erfiillt (A.25) wegen
(A.27). Somit ist E(f) € L(H) durch (u, E(f)v) = bs(u,v) definiert fiir alle f € B¥(R),
vgl. (A.4). Ferner ist nach (A.27)

(w, E(fa)v) = (w,B(fjv),  (fa™ f), (A.33)

d.h. E(f,) = E(f). Damit zeigt man die Eigenschaften (A.16-A.18), etwa (A.17) nach
dem Muster des Beweises von Lemma 5. Aus (A.33) folgt deshalb

IE(fa)vll* = (v, E(fal*)v) = (v, E(1f*)0) = IE(f)v]l?
mit (A.2), also E(f,) = E(f). O

Korollar. Durch Ey = E(xu) ist fir jede Borel-Menge M C R ein Projektor Ey =
E32, = B3, erklirt mit den Eigenschaften (A.20). Ausserdem gilt fiir jede Folge M, von
Borel-Mengen

Ewmnnn.. = 8= 1m B, o,
Emuonmo.. = 8= 1m Eagom,. o, - (A.34)
Bemerkung. In der Schreibweise (A.29) lautet (A.31) = [ f(N)dpuy(N) mit g, (M)

= (u, Fpu). Man schreibt deshalb auch

- / FOVEQ) . (A.35)
Definition. Der Tréger supp E eines P-Masses F ist
x € supp F = E); # 0 fir jede offene Menge M > x .

Lemma 9. supp E ist abgeschlossen und

E]R\suppE =0. (A36)
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Fiir jede stetige, beschrinkte Funktion f ist

IE(N)I = sup |f(z)]. (A.37)

resupp

Beweis. = ¢ supp E gdf E); = 0 fiir eine offene Umgebung M > z. Damit ist R\ supp E
offen und Ef = 0 fiir jede kompakte Menge K C R\supp E. Wegen R\supp E = | J* | K,,
mit K,, = {z € R | |z| < n,dist(x,supp F) > 1/n} folgt (A.36) aus (A.34).

Sel X = Xsupp £- Nach (A.36) ist E(1 — x) =0, also

IEDT = IECAHI < swp [x(@)f(z)] = sup [ f(z)] (A.38)

zesupp B

fiir alle f € B>(R), s. (A.21). Ist f stetig und ¢ < sup,cqpp g |/ (7)], S0 enthélt M = {z |
|f(z)| > ¢} auch ein A € supp E. Da M offen ist, ist Ey # 0, also gibt es ein u € H,
(llu|l = 1), mit u = Epu. Fir dieses ist

1B ull* = (u, E(fPxar)u) = ¢ (u, E(xar)u) = ¢ ull*
also ¢ < ||[E(f)||, womit die zu (A.38) umgekehrte Ungleichung auch gilt. O

Im Anschluss an Satz 8 erlaubt die Zusatzeigenschaft (A.19) eines Spektralmasses eine
weitere Formulierung:

Lemma 10. Der Teilraum (A.19) ist dicht in H genau dann, falls E(1) =1, (d.h. Eg =
1).

Beweis. Wegen E(f)u = E(1)E(f)u ist der Teilraum nicht dicht, falls F(1) # 1. Sei
umgekehrt F(1) = 1. Da die Funktion f = 1 der p-Limes einer Folge f, € C§°(R) ist,
folgt aus (A.30), dass u = E(1)u = lim,, E(f,)u, fiir alle u € H. O

Schliesslich erweitern wir ein P-Mass auf unbeschrénkte Funktionen f, um den Preis, dass
E(f) es auch sein darf.

Satz 11. Jedes P-Mass E hat eine eindeutige Fortsetzung
E : B(R) — {dicht definierte, abgeschlossene Operatoren auf H}
mat
Dyp:=D(E(f) DDy, ([fI<9)
und

E(fo)u— E(flu,  (ue€Dy), (A.39)
falls fr, — f, | ful < g. Diese erfiillt

E(af +Bg) D aE(f) + SE(g)
(mit =, falls f oder g € B*(R)),
E(fg) > E(f)E(9) (A.40)
(mit =, falls g € BX(R)), sowie (A.18, A.22).
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Beweis. (nur Konstruktion von E(f)). Fiir festes u € H ist

Lu(f) = (u, E(f)u)
ein Integral fiir f € B>(R) im Sinn von Satz 7, Teil (i). Es gilt

L(f*) = (u, E(f) E(f)u) = [ E(f)ul® (A.41)
nach der Dreiecksungleichung fiir ||E(f)ul| also
T (If1%)'7% < lalL (L) + [BILAF)2 - (@8 €C). (A42)
Auch ist
Li—payu(|f?) = | E(f)(u = EQu)|* = 0. (A.43)

Fir f € B(R) setzen wir dann mit Teil (ii) des Satzes
Dy :={ueH|L(f]) <o}

und behaupten: Dy ist (a) ein Teilraum, der (b) dicht in H liegt. Sei dazu f,, := fxa,,
Q, ={z||f(z)] <n},also f, € B*(R). Wegen f,, — f, |ful < |f| folgt mit (A.28)

L(|fa*) = L(f) , (A.44)

sodass (A.42, A.43) auch fiir f € B(R) gelten. Insbesondere ist (a) gezeigt. Zum Beweis
von (b): fur n > m ist f,xq,, = fm; damit ist

I, (| fal®) = |1 E(f) E(xa, )ull® = 1E(f)ull®

unabhéngig von n, nach (A.44) also Eq,,u € Dy. Da Eq u —— FE(1l)u und da u —

m—00

E(l)u € Dy, s. (A.43), folgt (b). Nun kénnen wir eine Sesquilinearform b (u,v) wie in
(A.32) definieren, diesmal fiir f € B(R) und u, v € Dy. Fiir f € B*(R) ist

be(u,v) = (u, E(f)v) (A.45)

mit, s. (A.41),
(b (u, )| < ulllEColl = [lull1(1FP)? . (A.46)

Wegen (A.28) mit |f,,| < 1+|f|?ist Lypivy(fn) — Luyiro(f) und damit by, (u,v) — bs(u,v),
sodass (A.46) auch fiir f € B(R), u,v € Dy gilt. Nach (A.3) definiert dann (A.32) E(f)v
fir v € Dy = D(E(f)). O

4. Selbstadjungierte Operatoren, Spektralmasse und 1l-parametrige unitire
Gruppen
Satz (von Neumann, 1930). Fir jedes Spektralmass E auf R ist

A=E(@d), (id: A+—A), (A.47)

d.h. in der Notation (A.35)

A= //\dEA,
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selbstadjungiert. Umgekehrt hat jeder Operator A = A* eine Spektraldarstellung (A.47),
wobei das Spektralmass E durch A eindeutig bestimmt ist.

Korollar. supp E = g(A).

Bemerkung. Fiir A = A* stimmt somit (3.9) mit der allgemeinen Definition (A.9) des
Spektrums iiberein, vgl. auch (3.21).

Wichtig fiir den unten dargelegten Beweis des Spektralsatzes ist

Definition. Eine 1-parametrige unitdre Gruppe ist eine Abbildung
U:R— L(H), t— Ul(t)
mit den Eigenschaften

)yt =u(t)", (
u) =1, (A.49

Ut+s)=U(t) U(s), (

s—lim U(t) =1. (

Bemerkung. Es folgt

s—lim U(t) = U(ty) , U(—-t)=U(t)".

t—to
Definition. Die Erzeugende A von U ist

Av = —iiU(t)v

|
o = —ilim —(U(t) — v, (A.52)

t=0 t—0 ¢

wobei v € D(A), falls der Limes existiert.

Es ist evident, dass A mindestens symmetrisch ist:

.d
0= 1%(U(t)u, U(t)v)

= (Au,v) — (u, Av) , (u,v € D(A)) . (A.53)

t=0
Es gilt aber mehr:

Satz 12. Die Erzeugende A einer 1-parametrigen unitdren Gruppe U ist selbstadjungiert.
Umgekehrt ist jeder Operator A = A* eine Erzeugende (A.52), wobei U durch A eindeutig
bestimmdt ist.

Zum Beweis der Sétze betrachten wir die beiden Zuordnungen in je nur einer Richtung,
sowie eine weitere zwischen 1-parametrigen unitdren Gruppen und Spektralmasse:

A

v N
c) E

U

160



Lemma 13.

a) Sei E ein Spektralmass und E +— A durch (A.47) gegeben. Dann ist A = A*.

b) Sei A = A*. Dann ist A die Erzeugende (A.52) einer eindeutig bestimmten 1-
parametrigen unitdren Gruppe, notiert A — U.

c) Sei U eine 1-parametrige unitire Gruppe. Dann gibt es ein eindeutig bestimmites
Spektralmass E (notiert U — E) mit

U(t) = B(e™) . (A.54)

Die drei Abbildungen sind injektiv.

Beweis der Sitze. Es geniigt zu zeigen, dass die Zusammensetzung der Abbildungen (a,

b, ¢) die Identitét ergibt. Da sie injektiv sind, reicht es, bei einem beliebigen Vertex, z.B.
A, zu beginnen. Nach Konstruktion von (b, ¢) ist

1 ) itA 1

Av = —ilim —(E(e™) — 1)v = —ilim E(e

t—0 ¢ t—0

v

mit v € D(A) gdf der Limes existiert. Fiir v € D(E(N)) (= D(E(|)])) folgt mit (A.39)

wegen
olth _ 1 oA _
H A

t t—0

)

<,

dass die rechte Seite gleich E(A)v ist, also A D E()). Zusammen mit der adjungierten
Beziehung, A = A* C E(\)* = E()), folgt A= E()). d
Beweis von a). Sei A := E(\).

A* = A: folgt aus E(f)* = E(f) fir f € B(R), s. Satz 11. E — A injektiv: Aus (z —
AN(z—=AN)"1=1, (Imz # 0, € R) folgt mit (A.40) und Lemma 10
(2= EM)E((z =N =E(z-NE(z-\)"") =1,
E((z=M)"Nz-EM\)C1,
also
(z—AT=E({(z-N"1. (A.55)
Wegen (A.16, A.17) ist dann E(f) fur alle f der Form

n

fQ) = Zai(zi A", (Imz; #0, a; € C,n; =1,2,...),

=1

durch A bestimmt. Diese f’s liegen nach dem Satz von Weierstrass dicht in C(R) bzgl.
der || f]|co-Norm. Damit ist das Spektralmass £ durch A bestimmt. O

Beweis des Korollars. Nach (A.55, A.37) ist

I(z=A)" = sup [z—z",  (Imz#0).

zesupp B

161



Diese Norm divergiert genau dann, wenn dist(z,0(A)) — 0, die rechte Seite, wenn
dist(z,supp £) — 0. O

Beweis von b). Nach Definition (A.52) ist A durch U bestimmt, d.h. A — U injektiv.
Die Konstruktion von U bei gegebenem A = A* besteht aus folgenden Schritten.

i) Approximation von A durch A € L(H).

i) Definition: U (&) = s—lim,, et4%t fiir ¢ > 0.
iii) U(t) ist eine 1-parametrige unitare Gruppe.
iv) Die Erzeugende von U (t) ist A.

i) Wir setzen, s. Satz 3,

Al =inA(A+in)" =in+n*(A+in)"' € L(H) (A.56)
und behaupten
lim Afv = Av, (Vv € D(A)) . (A.57)

Wegen ATv = in(A +in) "' Av geniigt es, dass

lim in(A +in) 'u =u , (Vu € 'H) .

Wegen ||in(A +in)~!|| < 1 geniigt es, dies fiir u € D(A) zu zeigen:
u=(A+in)""(A+in)u=in(A+in) 'u+ (A +in) " Au,

wobel der letzte Term fiir n — oo verschwindet.

o0

iAtt L. k
i) et =" 7 (1451)
k=0
ist analytisch in ¢ mit
ieiAzt _ iA:lreiA,tt .

dt

Fir ¢t > 0 erfiillt
U+<t> — eiAj{t _ eith(A+in)_1e—tn

(A.49-A.51) sowie
”U;-@)H < et||n2(A—i-in)’1||e—tn < etne—tn —1. (A58)

Da die A,,’s miteinander kommutieren, ist
L od
U0 - Ui 0) = [ s (U - 9)U()
0

= i/ot dsUF(t — s)Ul(s)(A, — A,)

und somit

1(Un (8) = U @)oll < [8][[(Am — An)vll -
Mit (A.57) ist U,S(t)v Cauchy, also existiert

Ut)v:= lim U} (t)v, (t>0), (A.59)

n—oo
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zunéchst fiir v € D(A), gleichméssig in beschrénkten ¢-Intervallen. Da D(A) dicht ist und
wegen (A.58) gilt dasselbe fiir v € H. Analog definieren wir A, durch Ersetzung i — —i
in (A.56) und

Up(—t) := e et U(—t):= S—nhiilo U, (—t)

fir ¢ > 0. Damit ist U(t) € L(H), (t € R) mit |U(¢)| < 1.

iii) Eigenschaften (A.49-A.51) gehen von U= (t) auf U(t) iiber, (A.50) allerdings nur fiir ¢,
s mit selbem Vorzeichen. Ist ihr Vorzeichen verschieden, so geniigt der Spezialfall t = —s,

Ut)U(—t)=U(-t)U(t) =1 : (A.60)
Sei namlich z.B. s > ¢t > 0. Dann folgt aus U(s) = U(s —t)U(t) = U(t)U(s — t), dass
Us)U(-t)=U(s—1), U(=t)U(s) =U(s—t) .
Gl. (A.60) folgt aus

U (U (—t) — 1 =1 / AsUF (YU (—s)(AF — A7)
VU (U (=) — Dol < (AT — A7)

und (A.57). Wegen (A.60) existiert U(¢)™" und ||U(¢)v|| < ||v|| < ||U(#)v]]. Damit ist U(¢)
unitar.
iv) Es ist

t

Uf(tyv —v = i/ dsU(s)Anv (t>0).
0

Daraus, aus (A.57, A.59) und aus analogen Gleichungen fiir ¢t < 0 folgt
t
U(t)v—v:i/ dsU(s)Av , (t € R)
0
fiir v € D(A). Damit existiert

nml(U(t) —v=idv, (veD(A)),

t—0 t

also A C B, wobei B die Erzeugende von U ist. Nach (A.53) ist B C B*, also auch A D B,
d.h. B = A. Il

Beweis von c). Wieder bestimmt (A.54) U eindeutig aus E. Konstruktion von E:

i) Definition von E(f) fur f € C5°(R).
ii) Eigenschaften (A.16-A.19).
iii) GL (A.54).

y B(f)= [af v, (7 ecr®). (A.61)

wobel die Fouriertransformierte

~

f(t) = (2m) / def (z)e
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fiir || — oo rascher als jede Inverse Potenz von ¢ abféllt. Damit ist (A.61) als starker
Limes von Riemann-Summen wohldefiniert und E(f) € H.

ii) Evident sind (A.16, A.18), letzteres wegen U(t)* = U(—t).
(A17). f@yg(o) = [ dedsfg(s)e 9 = [ane [ asile - g

also

E(fg) = [d ( f@—@<>yﬂﬂ

wegen (A.50).

(A.19): Zu zeigen ist w = 0, falls w L E(f)u fiir alle f € C5°(R), u € H. Insbesondere ist
dann

o=mmEumo=/dﬁ@mmwa»

Da (w,U(t)w) stetig in ¢ ist, folgt (w,U(t)w) = 0 fur alle ¢t € R, also auch fiir ¢ = 0:
lw]* = 0.

iii) Fiir f € C3°(R) ist
o fa) = [ dsfe)e01 = [dsf(s e
also fiir alle u € 'H
BB = [ dsfs =00
= ) [ dsfs)U(s)u=UOE(Pu.

Wegen (A.19) folgt nun (A.54). O

Beispiel. Auf H = L*(R) ist die Translation um ¢ definiert als

Ut)Y)(z) = ¢z —1) . (A.62)
U(t) ist eine 1-parametrige unitire Gruppe mit Erzeugenden —p, wobei
_ dy _ Ay
—{¢€H|%EL(R)}7 pyY = 1@

Wir vergleichen dies mit Bsp. a) auf S. 152. Dass dort p, p nicht selbstadjungiert sind,
steht nun im Zusammenhang damit, dass x — = —t das Intervall [0, 1] 3 x nicht bewahrt,
also (A.62) keine 1-parametrige unitire Gruppe mehr definiert. Dies ist wieder der Fall,
falls [0, 1] “zum Kreis geschlossen” wird: Sei o € C mit |a| = 1 und

(Ua)¥)(@) = aI((z —1)),  (teR),
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wobei A = [A] 4+ (A) in ganzer Teil und Rest zerlegt wurde. Fiir 0 < ¢ < 1 und ¢(z) stetig
ist es (Un(t)1)(x) auch, ausser allenfalls bei z = t:

Ua®))(t=) =a (1), (Ua(t))(t+) = ¥(0) .

Insbesondere ist U,(t)y € D(p) gdf ¢» € D(p) und (1) = atp(0), also b € D(p,) aus
Bsp. b), S. 153. Man schliesst, dass —p,, die Erzeugende von U, ist.
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B Anhang: Kugelfunktionen

Gesucht ist ein “natiirliches” vollstindiges Funktionensystem auf der Einheitskugel S? =
{eeR?||e] =1}.
Motivation. Die analoge Frage fiir den Einheitskreis S = {¢'€ R? | |e] = 1} = {(z1, 72)

€ R? |z + iz = €Y ,0 € R mod 27} hat eine von den Fourierreihen her wohlbekannte
Antwort:

fu(@) =" (neZ).

Die Funktionen f, sind die Einschrinkung auf S! folgender Polynome auf R?

(x1+ix)”  , n>0
Up(T1,29) = ¢ 1 , n=20
(r1 —ixe)™ , mn<O0.

Beachte, dass u,, ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grad |n| ist, und dass

un(rd) = 1 £,(8).
Im Falle der Einheitskugel €2 = S? setzen wir deshalb:

Definition. Y, : 2 — C ist eine Kugelfunktion zum Index [ = 0,1,2,..., falls Y; die
Einschriinkung auf € eines homogenen, harmonischen (Aw; = 0) Polynoms v; : R?* — C

ist:
w(ré) = r'Yy(e) . (B.1)

Satz.

a) M?Y; =1(1+1)Y;.

b) (Y, Yy) =0 fiirl # 1.

c) Die Y; (zu festem 1) bilden einen (21 + 1)-dimensionalen Unterraum Y, C L*(Q).
d) Diese Unterrdiume spannen L*(S)) auf:

Beweis. a) Aus

102 1 -
A £
ror?  r2 ’
vgl. (4.7), folgt mit (B.1)
10 L =9\ s -2 72
0=y = (sgr = 5 MY =20 + 1) = M)

b) Eigenvektoren selbstadjungierter Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten sind ortho-
gonal: [(1+1)(Y},Yy) = (M?Y,Yy) = (Y3, M?Yy) =U'(I' + 1)(Y}, Yy).
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¢) Sei H; der Raum aller homogenen Polynome

) — my,.m2,.m3
B(Q?)— E , Cmimgomg L1 Lo "L3
m; EN
m1+mo+mg=l

vom Grad [. Die Anzahl der Koeffizienten ist
dmH, =(l+1)+14+{1-1)+...+1.

Offenbar A : H; — H;_5. Der Raum K; der homogenen, harmonischen Polynome von
Grad [, d.h. K; = Ker A, hat also die Dimension

dim K, > dim Hy — dim Hy_p = (1 +1) + 1 =20+ 1. (B.2)
Andererseits ist nach (b) und r! = (#2)*rl=2k
Hl DT’Z (yl@yl_g@...) (B3)

mit Dimensionen

dlmHl 2 dlmKl + dimKl,g + ...

> ((+1)+1+(l-1)+...+1=dim H.

Es folgt, dass in (B.2, B.3) Gleichheit gilt.

d) Nach (B.3) (mit =) sind die endlichen Linearkombinationen von Kugelfunktionen iden-
tisch mit den Einschrankungen von Polynomen auf (2. Nach dem Weierstrassschen Appro-
ximationssatz approximieren diese die stetigen Funktionen auf ) gleichméssig. Letztere
sind dicht in L*(Q). O

Der Raum ) triagt nach Beispiel 3 auf S. 70 eine irreduzible Darstellung D;. Er kann
somit mit einer orthonormierten Basis Y;,,,(6, ¢) = (0, ¢|l,m), (m = —1, ..., 1) ausgeriistet
werden, die die Gleichungen (7.26), und insbesondere

M3Yiy = mYip, , (B.4)

erfiillt; durch diese ist die Basis bis auf eine Phase bestimmt. Da Y;(0,0) # 0, kann diese
konventionsweise durch

Yi0(0,0) >0 (B.5)

festgelegt werden. Aus (B.4) und M3 = —id/d¢ folgt, dass Yjo(0, ¢) (bis auf Vielfache) die
einzige Funkton in ) ist, die invariant unter Drehungen um die 3-Achse, d.h. unabhéngig
von ¢, ist.

Die expliziten Ausdriicke der Y}, (0, ¢) benétigen wir nicht. Im Folgenden erlautert ist der
Bezug zu den Legendre-Polynomen.

Definition. Die Legendre-Polynome



(1=0,1,2,...) sind definiert durch die erzeugende Funktion

g(t,u) = m Zthz (It <1), (B.6)

d.h.
L 0 ) 1
110t 1= 2tu + 12

Bemerkungen: 1. P(u) ist ein (reelles) Polynom in u, da Radikand =1 bei ¢t = 0.
2. Aus g(—t,—u) = g(t,u) folgt

Bi(u) =

t=0

P(~u) = (=1)'P(u) . (B.7)
3. Aus g(t,1) = (1 —t)~t = >"72, t folgt
P(1)=1. (B.8)
e Bezug auf Yg:
Py(cos ) = c,Yp(0, ¢) (B.9)
mit
A7
= . B.1
T Vat (B.10)

Denn: Nach (B.7) enthélt P, fiir [ gerade (ungerade) nur Monome gerader (ungerader)
Ordung. Damit ist

rlPl(?) , (r* = 2% + 235 + 13) (B.11)

ein Polynom in (21, x9, x3) und zwar offensichtlich ein homogenes vom Grad [. Harmonisch
ist es auch, denn

Ztl ZP ZE3 1 . 1
r T VT 2tas t 212 |tT — €3

ist es fiir |Z] < 1 bei |t| < 1. Schliesslich ist (B.11) invariant unter Drehungen um die
3-Achse. Zusammen: Die Einschrinkung Py(cosf) auf r = 1 erfiillt (B.9) aufgrund der
Definition von Yy, wobei ¢; noch zu bestimmen bleibt.

e Orthogonalitét:

1
2
Denn: Fiir I’ # [ folgt dies mit u = cos aus
1 T _ Cicy .
/ Py (w)P(u)du = cep / Yio(6, ) Yio(0, ) sin 0df = ;—ﬂl Yio(€) Yio(&)d?e (B.13)
-1 0 Q
und aus (b) des Satzes. Fiir I’ = [: Einerseits ist
1 ) 1 " )
t t,u)*du = ———d 1 1 —2tu+t
L (-t 141
= —— 10 —_—
2 %2 1t
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andererseits

1 00 1
t/ g(t,u)*du = thl“ / Py(u)?du .
-1 1=0 -1
Vergleich und Ableitung nach t liefern
- ! d 1+t 2 -
0+ | Pu)du=—1 = =2) ¥
; + / (w)ydu =z log 1 = 75 ;

und so (B.12). Nun folgt Gl. (B.10) aus (B.12, B.13) und aus (B.5, B.8).

e Expliziter Ausdruck:
1 d o,
Pw) = gy g @ =1

Denn: Fiir kleine ¢ und |u| < 1 liegen die Nullstellen z; und 23 von z — 2%+ 2+ (2ut —t?) /4
in der Ndhe von z = 0, bzw. z = —1. So kann die erzeugende Funktion als

() 1 dz 1 dz
yU) = -— a_
J 2mi Ji=1 2%+ 2+ (2ut — t2)/4 21 Ji=1 (27— 21) (2 — 22)

geschrieben werden: Die Contour umschliesst nur z;, und der Ausdruck ist gleich

1 1

2H—29 J1—2tu+t2

Mit der Variablensubstitution z = —wt/2 wird

(t,u) 1 dw 1 ]{ dw 1
u) = — = .
PO Tom Juer w—ut (/21 —w?) 2w Sy w—w | — LD

2 (w—u)

Fiir kleine ¢ und |u| < 1 ist der Betrag des letzten Terms nahe [tw/2| = 1/2, also

ot ) = 1 dw Z t/2 w —1) '

2mi \w\:% w—u —0

Der [-te Term entspricht einem Pol bei w = u der Ordnung [ + 1, also

" 2 !
Z 2’l'dul -1

o0

1/t d
g(t,u) =Y il (5) Tl (w? - 1)l
=0

=u
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C Anhang: Die Methode der stationidren Phase

Als Vorbereitung liefern wir die Berechnung des Fresnel-Integrals (3.38)

/ e dr = /m et/ (C.1)

Beweis.
Im 2

Yo:7 € (0,v2a) — z=e%T,

Yo o 7z € (0,a)—z=ua,
Yo it €(0,1) = 2z =a(l+it).
" a Rez
Einerseits ist
2 im \/Ea 2
/ e “dz= e4/ e dr,
Yo 0
22

andererseits, da e”*" innerhalb von vy 4+ 9 — 7o analytisch ist,

a 1
_,2 _ .2 _ 2 . _2(1_42 a2
/ezdz:/ eZdZ:/exdiL‘—G—l/ dt ge=@" (171 +2ita”
Y0 Y1472 0 0 >
—_—

flast)
— VT2

2\ -1/2
mmmz{gcu £y

wobel

—— 0 punktweise .

a—00

Das letzte Integral verschwindet fiir a — oo (dominierte Konvergenz). Also

/ e dr = 2/ e dr = Ve
0

—00

Wir untersuchen nun die Asymptotik von Integralen des Typs
T2
f6) = [ dngla)d
z1

fiir t — oo. Zuerst sei h'(z) # 0 im ganzen Intervall z; < z < x5. Dann erhdlt man durch
partielle Integration:

L[ glx) d g,
t)=— d —lth(@)
) it /x1 xh’(z) dz.

1 g@) | 1 /‘(E2 d 9(®)\ @) _ et
_ith’(x)e i/ da:( )e =0(t).




Nehmen wir an, h/(z) besitze eine einzige, einfache Nullstelle im Integrationsgebiet:
W(wo) =05 h"(xo) #0

mit xy € (x1,x2). Nach dem oben Gesagten ist nun

Ft) = / o dz g(z)e™™@ + O(t™)

0—€
fiir beliebiges ¢ > 0. Im so verkleinerten Integrationsgebiet setzen wir s = x — xg und
entwickeln
2

g(x) = gxo) + sg'(xo) + ..., hx) = h(zo) + %h”(mo) .

und finden:

: 820 .
f(t) — elth(xo)g(l,o)/ ds eltjh (zo) + elth(xo)g/(xo)/

—& —&

&€ 3

ds st @) Loty . (C.2)

J/

=0
Im ersten Term beniitzen wir 7 = s(t|h"(z0)|/2)"/? als neue Integrationsvariable. Fiir
t — oo gehen dann die Grenzen — £oo und es entsteht das Fresnel-Integral (C.1) mit
+ =sgnh”(zp). Resultat: fiir £ — oo ist

2m 1/2 iZsgn h''(z ith(z -
$10) = () ™ 150 g) ) 1 047

(Eine Abschétzung des Fehlerterms zeigt, dass er relativ zum fithrenden klein ist, sofern
t> (|g"||R"| + |g'[|"])|W|~2|g|~ mit Auswertung bei = z,). Analoge, n-dimensionale
Integrale

1) = [ aa glaye

behandelt man ebenfalls, indem man die Phase um jeden stationdren Punkt o,
Oh/0x;(xg) = 0, quadratisch approximiert:

h(z) = h( )+1i ..ﬁ( ) +
xTr) = ZTo 2 2 SiSj axzaxj Zo

i,7=1

Die symmetrische Matrix 9%h(z¢) = (0*h/0x;0x;)(z¢) kann auf Hauptachsenform ge-
bracht werden und das (C.2) entsprechende Integral faktorisiert. Resultat:

27 n/2

f(t) = (7)

|det 82h(x0>|—1/2ei§sgn82h(a¢0) 'g(xo)eith(mo) + O(t—(n/2+1)) 7 (CS)

wobei sgn A = (# positive —# negative) Eigenwerte von A.
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D Anhang: Symmetrien in der Quantenmechanik

Es soll hier der Satz von Wigner auf S. 64 wiederholt und bewiesen werden.

Satz. Sei II(H) die Menge der 1-dimensionalen orthogonale Projektoren. Jede Abbildung
S I(H) — II(H') mit

ist dargestellt als
S(II) = UnuU* (D.2)

mit U einer linearen oder antilinearen Isometrie H — H’. Die Alternative ist eindeutig
und U selbst ist es bis auf Multiplikation mit einer Phase ¢ € C, |¢| = 1.

Als Vorbemerkung zum Beweis sei bemerkt, dass eine Isometrie von selbst linear oder
antilinear ist. Besser: falls U : H — H',a +— da’ = U(a)

!/ / (a'7 b)
<a,b>:{(b . (D.3)
erfiillt, so gilt

Aa!

(a+b) =d+V, (Aa) = {Xa’ (D.4)

Dann ist namlich fiir alle ¢ = U(¢), a1, a9

V) — (¢1,a1 + az) = (¢1,a1) + (¢1,a2)
(Ol e) {<a1+a2,¢>=<ah¢>+<a2,¢>

= (¢, a1) + (¢, ay) = (¢, 0 + )
und somit auch fiir ¢’ in der abgeschlossenen linearen Hiille von {U(¢)|¢ € H}. Es folgt
die erste Gleichung (D.4). Die zweite folgt analog.

Der folgende Beweis (Hunziker) des Satzes beruht auf vier elementaren Lemmas:
Lemma 1. i) Die Abbildung S : II(H) — II(H’) besitzt sowohl eine lineare wie auch eine
antilineare Erweiterung S : [II(H)] — [II(H')] auf die C-lineare Hiille [II(H)]. Sie erfiillen

trS(A)S(B) =4~ (D.5)

{tr A*B (linear)
tr A*B (antilinear).
Fir A= A*, B = B*, [A, B] =0 gilt ferner
S(A)S(B) = S(AB) (D.6)
ii) [II(H)] = {Operatoren H — H' von endlichem Rang}.

Beweis. i) Die Identitéit
O ML) O AIL) = Zj\_j%‘ﬁjﬂz’
J i g5
und (D.1) zeigen:
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e Die Definition O

ist wohldefiniert, denn mit (4 =0 < tr A*A = 0), I, = I0;, I, = I}, \; = \; (bzw.
()
DANL=0 = Y NI=0.

e Gl (D.5) gilt.

e Unter der zusétzlichen Voraussetzung kénnen A, B gemeinsam diagonalisiert wer-
den, also II; = TI;. Dann ist ILIIT; = ;511; und ebenso ITIT; = 6;11%, da I = 0 <
tr (TITT) = 0.

ii) Es ist |a)(a| € [II(H)]. Operatoren vom Rang 1 sind von der Form |a)(b| und damit
L3
_ e & &
|6L><b|—é—1 E i"la 4+ i) (a +1"b| € [II(H)] .

k=0

g

Korollar. Fiir jene der beiden Abbildungen, deren (Anti-)Linearitdt mit derjenigen von
U aus dem Satz {ibereinstimmt, gilt

S(A) = UAU* .

Lemma 2. Sei M C ‘H, dim M < oo. Dann gibt es M’ C ‘H,dim M’ = dim M mit
R(cM = RII'Yc M.
(Notationen: R(IT) Wertebereich (Bild) von II; M' = S(M)).

Beweis. P;, := S(Py) ist nach (D.6) ein Projektor derselben Dimension wie Py (tr P =
dim R(P)). Setze M’ = R(P},). Die Behauptung folgt aus (D.6) und

U
Lemma 3. Die Behauptung (D.2), und somit auch das Korollar, gelten fiir dim H = 2.

Beweis. Durch Einfiihrung von orthonormierten Basen in ‘H und S(H) C ‘H' kénnen wir
annehmen H = S(H) = C% Dann ist
1
II(H) = {Il = 5(1 +¢é-5)|ee 5%}
und S stiftet eine Abbildung S : S? — S? &+ &’ mit (wegen (D.1))

— — -/ =/

1-€2=¢€1 -€2,

d.h. eine Abbildung S € O(3). Wir unterscheiden:
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i) det S = +1: Nach (4.12) ist
Se-dg=Ue - a)U",
d.h. S(IT) = UNIU* mit U € SU(2) (unitérer Fall).

ii) det S = —1: Angesichts von i) geniigt es, eine einzige Drehung mit det S = —1 zu

betrachten:
ng (61, —€9, 63).
Dann ist
AR ) = 17
Uo = 47 (f 3)

—0;, (i=2)

fiir die antiunitére Abbildung U <?> = (21) Also S(II) = UTIU*. O
2 2

Bemerkung. S, nicht aber det .S, hdngt von obiger Basiswahl ab.

Im allgemeinen Fall sei M C H ein beliebiger Teilraum mit dim M = 2 und sei S | M die
Einschrinkung von S auf II(M).

Lemma 4. det(S | M) ist unabhéngig von M (Bezeichnung: sgn S).

Beweis. Wegen (D.1) ist
tr (I, — I15)? = tr (II; — IIy)?
und somit ist S : I[I(H) — II(H) stetig. Fiir eine stetige Familie M (¢) von Teilrdumen

konnen die Basen in M (t) und S(M(t)) stetig gewahlt werden. Damit ist det S(M(t))
stetig und folglich konstant. O

Beweis des Satzes. Sei M C 'H, dim M = 2 beliebig und U(M) : M — H' der (anti
lineare Operator aus Lemma 3. Wéhle ein festes Il € II(H) und feste e € R(Ily), €
R(IT})) mit |le|]| = ||¢/|| = 1. Dann ist fiir jedes M > e

LU (M)e = U(M)ge = U(M)e
und wir legen die Phase von U(M) fest durch
UM)e=¢". (D.7)

)_
S

Konstruktion von U : H — H':
a=U(a):=U(M)a, (aeH),

wobei M 3 e,a. (M, und damit o/, ist eindeutig, falls a, e linear unabhéngig sind; andern-
falls ist es a’ wegen (D.7) trotzdem). Zu zeigen bleibt die Alternative (D.3), und zwar je
nach sgn S. Betrachte dazu die Erweiterung aus dem Korollar fiir M > e, a:

S(le)al) = U(M)le)(a|U(M)" = |¢'){a'] ,
und ebenso fiir a ~ b. Dann ist einerseits
tr S(le){(bl)"S(le)(al) = tr (|e) (t'])"|e") (@] = tr ([p')(e]e")(a’]) = (', ¥) ,
was andererseits nach (D.5) im linearen Fall auch gleich
tr (le) (0])"le)(al = (a, )

ist, und = (b, a) im antilinearen. O
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