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1. Bindung durch schwache Potentiale

Sei H = —A + \V(Z) auf L*(R") mit attraktivem Potential V(Z) < 0, V # 0, endlicher
Reichweite, d.h. V(Z) = 0 fiir [Z] > Ryg. Ob H fiir schwache Kopplungen A bindet, héingt
von der Dimension n ab. Zeige:

(i) Fr n < 2 hat H mindestens einen Eigenwert £ < 0 fiir noch so kleine A > 0.

Hinweis: Verwende das Variationsprinzip (6.20) mit ¢(Z) = ¢o(Z/l) und | — oo. Fiir
n = 2 ist zudem vy geschickt zu wihlen, etwa vy (Z) = f(|Z|°) mit f(0) = 1 und f(s) =0,
(s >1).

(i) Fiir n > 3 ist H > 0 fiir kleine A > 0.

Hinweis: Verwende die Hardy-Ungleichung

—2\* 1
—A2<n2 )ﬁ, (n=>3).

aus der Losung der Aufgabe 8.4 zur Vorlesung Quantenmechanik 1.
2. Niederenergetische Streuung und Streuléinge

Betrachte die Streuung an einem sphérisch symmetrischen Potential endlicher Reichwei-
te Ry. Das Potential habe keine gebundenen Zustdnde der Energie Null, was generisch
zutrifft.

(i) Zeige fiir die Streuphasen, dass
(k) =0 Y),  (k—0). (1)

Schliesse daraus, dass im niederenergetischen Limes die Streuung auf die s-Welle be-
schrénkt ist: Der differentielle Streuquerschnitt wird unabhéngig vom Streuwinkel, und
zwar

do
m(k:(),g)zfﬂ (2)
mit der Streulénge
do(k
a=—lim 0/(<; ) | (3)

Insbesondere ist o(k = 0) = 4mwa?.

Gehe wie folgt vor: Sei j;(p) durch die Partialwellenentwicklung (5.18) der ebenen Wel-
le definiert und 7y (p) als Losung der freien radialen Schrodinger-Gleichung (5.19) mit
Asymptotik hy(p) = P21+ O0(p™)), (p — o). Zeige ji(p) = Imhy(p) und leite die
Asymptotik

G0 2 apt m@)%ﬁw% (p—0) (4)



her, wobei 7y(p) := Re hy(p). Die Koeffizienten ¢; brauchen nicht bestimmt zu werden.

Hinweis: Wie verhélt sich die Losung der freien radialen Schrédinger-Gleichung fiir p — 07
Verwende dann, dass die Wronski-Determinante W (p) = uy(p)uy(p) — u)(p)uz(p) zweier
Losungen der selben Energie konstant ist.

Es sei nun daran erinnert, dass die Streuphase ;(k) durch das Verhalten

w(k,r) = Ci(k) (egiél(k)izl(kr) — ﬁl(krr)) , (r > Ry, k> 0), (5)

der reguldren Losung w;(k,7) = r'™1 (r — 0) von (4.9) bestimmt ist. Man {iberlege sich,

dass
’LL[(k = 0,7’) = alril + blrlJrl ) (7" > RO) ) (6)

mit b; # 0. Zeige nun (1) durch Betrachtung des Limes k& — 0.
Hinweis: Schreibe (5) als

w(k,r) = Ai(k)(kr) + Bi(k)j(kr) . (r> Ro) . (7)
Was folgt fiir A;, B; aus (5) bzw. (6)7

(ii) Zeige: Die Streuldnge ist auch bestimmt durch die regulédre Losung fiir / = 0 und k = 0
der Form u(r) =r —a, (r > Ry), bzw. durch

(7” > Ro) ,
bei beliebiger Normierung von u. Insbesondere betréigt sie a fiir eine harte Kugel vom
Radius a.

Hinweis: Berechne cg.

(iii) Sei ¥(Z) = u(r)/r, (r = |Z]), die radiale Losung der Energie Null: —Ay + #4 = 0.
Zeige

J(S0@P + 7 (alp()) 7 = 4ma.

Hinweis: Verwende partielle Integration.



