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1. Elektrostatik

1. Das Coulomb—Gesetz

Elektrische Ladung wurde zuerst “erzeugt” durch “elektrisieren” (z.B. Reiben von Bern-
stein). Franklin (1747) erkannte darin ein Trennen positiver und negativer Ladungen: die
Gesamtladung eines abgeschlossenen Systems ist konstant. Dies ist der grundlegend neue
Erhaltungssatz der Elektrodynamik. Priestley (1766) und Coulomb (1785) erkannten die
Analogie elektrischer Krifte zur Gravitation:
F
[ - 0—

€1 €2
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7
43 (1.1)
ist die Kraft auf die Punktladung e, in der relativen Lage 7 beziiglich der Punktladung e;.
Die Wahl der Konstanten 1/47 ist willkiirlich, aber zweckméssig. Gl. (1.1) liefert zugleich
ein Mass fiir die Ladung. Deren Dimension ist

F = €1€2

[6] _ M1/2L3/2T—1 )

(Stattdessen konnte man eine Grundeinheit fiir e unabhéngig vom Coulomb—Gesetz festle-
gen und in (1.1) eine experimentell zu bestimmende “Gravitationskonstante” einfiihren.)
Die mathematische Ausgestaltung der Elektrostatik geht auf Poisson (1812) zuriick. Als
elektrisches Feld E(f) bezeichnet man die Kraft auf die Probeladung 1 and der Stelle
Z. Das Feld einer Punktladung e bei 0 ist somit

-, T e
E(7) = SR v — |7 1.2
@) =e5=-"Vi, (@=li), (1.2)

da Vr = Z/r. Wegen

ist div E = 0 fiir Z # 0 und

.0 ;/’av OV

/ E-doé=0 / E-di=e, (1.4)
ov oV

denn im zweiten Fall kann man statt 0V ebenso gut eine Kugelfliche um ¥ = 0 wéhlen
(Satz von Gauss); dort ist & - do' = rdo.



Fiir das Feld mehrerer Punktladungen gilt das Superpositionsprinzip: die Felder su-
perponieren sich vektoriell. Das von einer kontinuierlichen Ladungsdichte p(Z) erzeugte

Feld ist daher . @
- — . Py
E=-V =— | d 1.5

wobei p etwa eine glatte Funktion ist, die fiir grosse |#| verschwindet. Nach (1.4) ist

E-do= [ dzp(z) (1.6)
oV \%

Gesamtladung in V

fiir beliebige Raumgebiete V' (Satz vom Fluss). Aus (1.5), (1.6) und dem Satz von Gauss
ergeben sich die Feldgleichungen der Elektrostatik:

die sich in der Poisson-Gleichung (1812)

Ap=—p (1.9)
fiir das elektrische Potential ¢ zusammenfassen lassen.

Statt tiber (1.4) kann man (1.8), (1.9) auch wie folgt herleiten: fiir eine glatte Funktion v
mit kompaktem Trager ist

1
/d?’xEAv(a‘:') = —47v(0) , (1.10)
d.h. (s. Anhang A)
Aﬁ _ _4r6(F) . (1.11)
T

Mit Hilfe der Greenschen Formel

/ (uVv — vVu) - do = / (uAv — vAu)d*x (1.12)
v

\%4

und wegen (1.3) ist namlich

1 1> T
/ dPr—Av(F) = / <—VU + v%) - do
@ze 7] jgl== \T r

da - do = —rdo. Aus



und (1.10) folgt
o1 App(Z—g) 1 Ayp(T— ) -
Ap(Z :—/d3y—q:—/d3yy—ﬁ=—px .
D% G 7 o
Umgekehrt ist (1.5) die einzige Losung von (1.7, 1.8) oder (1.9), welche fiir |Z] — oo
verschwindet. Dies beruht darauf, dass die Losungen E(Z), bzw. ¢(Z) der homogenen

Gleichungen (p = 0) harmonische Funktionen sind, d.h. {iberall der Gleichung Au = 0
geniigen. Fiir solche Funktionen gilt der Mittelwertsatz

ad . 1
uw(Z) = s /K udo , (1.13)
R

(Z, R beliebig) .

Die Funktion u(Z) = 0 ist die einzige Losung von Au = 0 mit u(Z) — 0 fiir |7] — oo,
denn (1.13) verschwindet fiir R — oo. Zum Beweis von (1.13) beniitzt man (1.12) mit
v(7) = |7 — y]7t, V: Kugelschale zwischen K. und Ky und liisst € — 0.

2. Singuldre Ladungsverteilungen

Singuldre Ladungsverteilungen sind Idealisierungen, die zutreffend sind zur Beschreibung
der Felder in grosser Entfernung.

e Punktladung: p(Z) ist die Distribution
p(T) = ed(Z - 7)

oder
p(f) = ef(y)
und (1.5) liefert (1.2) (fiir ¥ = 0).
e Dipol: Ladungen e in @ und —e in 0 im Limes @ — 0, ed — p. Ladungsdichte:
p(f) =lime(f(@) — f(0)) = lime(a - V£(0) + O(a))
=p-Vf(0),
e (1.14)
Potential:

p=—p V—="" (1.15)

e Oberflichenladung: Flache S > ¢, Oberflichenelement do(y), Flichenladungsdichte
o(y). Ladungsdichte:

o(7) = / doo(§)S(E —7)
o(f) = /S doo(§)(7) -



(Ansicht) (Draufsicht)

Fiir die einseitigen Randwerte Ej, i = 1,2 gilt nach (1.6)

(/,Ei-ﬁdo> j://doa(y_’)

fiir jede Fliche S” C S. Also

L2
E-ii| =0. (1.16)
1
Wegen rot E = 0 ist (f §)‘1 = 0 fiir jede Kurve v C 5, also E; - ﬂi = 0 fiir ¢
tangential zu S. Mit ¢ = ﬁ € beliebig, ist
ANE] =0. (1.17)

3. Elektrostatische Energie

Wir fiithren sukzessive N Punktladungen ins Feld ein, das durch die vorhergehenden ge-
geben ist. So ergibt sich die elektrostatische Energie

1 €ienN
Wy = Whn_ — _
N N1+47T;|fz‘—fz\/|
€i€; €i€;
- e 1.18
4ﬂz|x,—x]| 87rZ|fi—fj| ' ( )
1<J 1#£]

(ausgehend von W; = 0). Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung ist entsprechend

81 EN
L[ s 1 [,
=5 [ Lap@)p(@) = —5 | du(Ap) -y
. %/d%(ﬁgo)z = %/d%ﬁ? >0. (1.19)

Die elektrostatische Energie kann also dem Feld zugeschrieben werden, und zwar vermit-
tels der Energiedichte

u(@) = SE(&) . (1.20)

W



Beachte, dass (1.19) fiir das Feld einer (s.(1.2)) oder mehrerer Punktladungen divergiert
und somit nicht identisch mit (1.18) ist. Vielmehr ist (1.18) gleich (beniitze (1.11) und

partielle Integration)
e .
4 d* V V-
™ Z / ’ |7 — $J|

ezej/d3:v5
i#]

—_Z/d?’xE E; = /d%(EQ—ZE?),

i#j

Z#J

wobei El das Feld der i—ten Ladung und E = > Ez das gesamte Feld ist. Fiir Punktladun-
gen ist also (1.18) die (renormierte) Feldenergie (1.19) nach Subtraktion der unendlichen
Selbstenergie 3> " | [ d*xE}.

4. Das Potentialproblem

Wir haben (1.9) gelost mit der Randbedingung im Unendlichen: ¢(Z) — 0, (|Z] — o0).
Stattdessen, sei nun D C R? eine offene Menge mit Rand 0D. Gesucht ist ¢(Z), (Z € D),
mit
Ap=—p in D, (1.21)
ol 0D =1 auf 0D,

p(z) —— 0,

|Z|—o0

(1.22)

(letztere Bedingung nur, falls D unbeschrankt ist), wobei p, bzw. 1, glatte Funktionen
auf D, bzw. 0D sind, die fiir |#| — oo verschwinden.

Die Losung ¢ dieser Aufgabe minimiert das Funktional
1 = 2
i = [ (590~ p-9) (1.23)
D

unter der Randbedingung (1.22), und umgekehrt, denn fiir jedes dp (&) mit dp [ 9D = 0
ist

Flp+5¢) = Flel = [ (59007 + I o - php)i's (1.24)

1 . .
= —/ (Vép)? dPx — / (Ap + p)opd®x + / op -Vpdo.
2 Dig-’ D 8D:€/

Insbesondere ist die Losung von (1.21, 1.22) eindeutig, denn aus Flp + 0p| = Fly]| folgt
dann ﬁ&p = 0, also dp = 0. Die Existenz der Losung (bei “verniinftigem” Rand 0D)
beweisen wir hier zwar nicht, kann aber dadurch gezeigt werden, dass (1.23, 1.22) einen
Minimierer besitzt.

Ist speziell das Komplement R? \ D ein Leiter (d.h., die Ladungstriiger darin sind frei
beweglich), so ist dort im Gleichgewicht £ = —V¢ = 0. Somit ist ) = const auf dem
Rand jeder Zusammenhangskomponente von R3\ D. Man sagt, der Leiter sei geerdert,
falls ¢ = 0.



Als Greensche Funktion definiert man das Potential einer Punktladung 1 bei y € D
umgeben vom geerdeten Leiter 0D:

G:DxD—=R,
AxG(fag) = _5(f_g)a (fngD)a
G(#,§) =0 fir#edDU{oc}, jED.

Es gilt das Reziprozitiatsgesetz:
G(Z,y) =Gy, ¥), (T,4€D) (1.25)
und die Losung von (1.21, 1.22) ist
o) = [ pDGEDEy - [ @) 9,600 . (1.26)
D

Aus (1.12) folgt namlich fir u(¥) = G(Z,9), v(¥) = G(Z,2) mit ¥ # Z

fir w(Z) = p(Z), v(¥) = G(Z,y) hingegen
| 6@9.65) - do. = —eli) + [ Gl o)
oD D

Beispiele:
1) D=R3 47G(Z,y) = |7 — y|~".

2) D = {7 = (21,22,73) € R? | z; > 0} (Halbraum): Fiir ¥ € D sei y* = (—y1,y2,y3)
das Spiegelbild von ¢ an der Ebene x; = 0. Die Greensche Funktion erhélt man durch
hinzufiigen einer entgegengesetzen Spiegelladung —1 bei * ¢ D:

1 1
AnG(T,Y)) = == — 5= -
7=yl 7=y
3) D ={|Z| > r} (Aussenraum der Kugel)
E ]
oD R
Spiegelladung —r /]3] bei §* = r2/y: {
1 1
AnG(Z, ) = = — o (1.27)
7=yl |97 =57



Es gilt tatsichlich G(Z, ) = 0 fiir 72 = r?, denn

7’4 7“2
(=) =2+ 228 " =3+ 5 2%
Y Y
52:7,2 7”2 . 5 . 7’2 = —»
= )ﬁ(y2+r2—2x-y):ﬁ(9&’—y)2- (1.28)

Auf der Kugel wird nach (1.16) die Ladungsdichte

(ri: Aussennormale von D) induziert. Die gesamte induzierte Ladung ist gleich der
Spiegelladung;:
A = | V.GED di= -

oD ]
denn nach (1.26) ist Q(v) die Losung des Potentialproblems zu p = 0 und ¢ = —1, was
offensichtlich —r/|¢] ist (alternativ dazu kann man auf Q(¢) den Satz von Gauss fiir R*\ D
anwenden). Die Kraft der induzierten Ladung auf die Ladung 1 bei 7,

- 1 - 1 =

F(gj) - _E aD(vy

1 - 1 = N —
=V (‘ L Eveew - do) ~

ist ebenfalls gleich der Kraft, die von der Spiegelladung bei ¢* ausgehen wiirde:

-7

, (1.29)

F(y)

a 4r |y zlg_g*‘ =y ‘
Beachte dazu, dass der Ausdruck in Klammern in (1.29), wieder nach (1.26), das Potential
bei 7 ist, das zu p = 0 und ¥(7) = |7 — Z|~! gehért, nach (1.27) also gleich

1 r 1 T 1

=2 1y

Z=9l |7 RETM
(letzteres wegen (1.25) oder (1.28)).

Anwendung: gegeben Punktladung @) bei ¥ € D und Ladung @ auf leitendem (aber
nicht geerdetem) 0D; gesucht ¢(Z):

. Q Q" Q - QF
4 —
mel?) (!f—§!+!f—37*l T
. r
7

5. Leiter und Kapazititskoeffizienten

Betrachte das Feld ausserhalb einer Anordnung von Leitern, die auf verschiedenen Po-
tentialen gehalten werden. Sei R? \ D = UZ]L L;, wobei die £; disjunkte, kompakte,
zusammenhéngende Leiter sind:



Potentialproblem auf D:
Ap=0 inD,
o) =V; auf dL;, (1.30)
(@) =0 (|7] — ).

Dann ist (Superpositionsprinzip)
N
p(T) = ) Vigi(T) (1.31)
j=1

wobei ¢; die Losung von (1.30) fir V; = 9,5 ist. Die Feldenergie (1.19) von (1.31) ist

1 N

1 3 = 2 3 = =
W:E/de(Vgo) 252‘/2‘/}/1)d-73v90i'v90j-

ij=1 g _

Die Cj; heissen Kapazitatskoeffizienten. Die Matrix (C’ij)gjzl ist symmetrisch und
positiv definit: W > 0, und = 0 impliziert ﬁgo =0, also V; = ... Vy = p(c0) = 0. Zur
Bedeutung der Cj;’s:

Cij = /D EaV - (piVe;)  (da Ap; =0)

=/ wﬁsaj-d(?:—/ Ve, - di
oD oL;

= Ladung auf 0L;, induziert durch Potential 4, auf L, ,

denn die Ladungsdichte betrigt nach (1.16) —ﬁgoj -11; (7;: Aussennormale von 0L;). Die
Symmetrie C;; = C}; ist also eine Reziprozititsaussage. Fiir die allgemeine Losung (1.31)
ist die Ladung @; auf 0.;

N
Q=) CyV;, (i=1,..N). (1.32)
j=1
Anwendung: gegeben Q1,...Qn, Vi1, ... Vy; gesucht Vi, ...V, Qniq, ... Qn:

n N
j=1

j=n+1



Die rechte Seite ist gegeben und die Matrix (Cy;)7,—, ist invertierbar, da sie zu einer
positiv definiten quadratischen Form (in n Variablen) gehort. Dies liefert V;,...V,,. Die
Ladung @1, ...Qx folgen aus (1.32).

Die Berechnung der C;; erfordert i.A. das Losen eines komplizierten Randwertproblems.
Das Variationsprinzip (1.23) liefert aber eine obere Schranke fiir Cj;:

D D
fir jede Funktion ¢(Z) mit @ [ OL; = 0;;.

6. Felder in 2 Dimensionen

Eine zweidimensionale Situation entsteht, wenn die Ladungsverteilung in einer Richtung
(oEdA die 3-Richtung) translationsinvariant ist, p = p(z1, x2). Dementsprechend suchen
wir Felder der Form E = E(xy, x5). Die Feldgleichungen (1.7, 1.8) liefern E3 = const und
lauten fir £ = (Ey, Es)

rot B = % — % =0,
8$1 (9.1'2 (1 33)
divE = % % = |
= 8[)31 8m2 P

Als Hilfsmittel steht die Funktionentheorie zur Verfiigung: Sei G C R? ein Gebiet, wo
p = 0. Jede analytische Funktion

E(Z) = El(flfl,JTg) — iEg(l‘l,sz)

von z = x1+ixe 16st (1.33) in GG, denn dies sind gerade die Cauchy-Riemann Bedingungen
OF [0z = (1/1)0F /0.

Auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet ldsst sich E(z) stets als Ableitung

dd

E(z) = -

einer ebenfalls analytischen Funktion ®(z) schreiben. Zerlegen wir ® = 1 — igs, so ist

p= Yo _Ov  p o O Oa
0r,  Oxs 0x1 0wy
also
E=-Vop, EL = (—Eza E1) =V, .

Somit ist ¢; das Potential ¢; die Niveaulinien von ¢, sind die Feldlinien, da sie senkrecht
zu Vo, bzw. E* verlaufen.



Ist G nicht einfach zusammenhéngend, so existiert nur das Po-

tential oq; hingegen ist @5 (und damit ®) nur als mehrwertige ds dn
Funktion definiert: Fiir eine nicht zusammenziehbare Schleife

I in G ist wegen E(z)dz = (Eydry + Eydxs) + i(Ey dwy —

E2 dCL’l)

%E(z)dz:j{ﬂ-c@jtifﬂ-dnzi/ p(x1, o) drydxs
r r r K
—_——

=0

Beispiel: Das komplexe Potential eines homogen geladenen Drahts (Linienladungsdichte
A) ist

A
O(z) = ~5- log 2 .
Randwertprobleme mit p = 0 in G und Randbedingung ¢, [ G = 1 kénnen mit Hilfe von
konformen Abbildungen f : G — G, z — Z gelost werden: Ist ®(2) eine analytische
Funktion auf é, so 16st B B
®(z) = ©(2) = ©(f(2))

das Problem, sofern die Randbedingung fiir Re ® stimmt. Ist insbesondere der Rand geer-
det (¢ = 0), so folgt durch Betrachtung von ®(2) = z: ®(z) ist eine konforme Abbildung,
die 0G auf die imaginédre Achse abbildet. Beispiel: Sektor G = {z | 0 < arg z < a} mit
Offnungswinkel 0 < o < 2m; das Gebiet ist komplementir zu einem Keil vom Winkel
=21 — . Rand geerdet. Dann ist

®(z) = const -iza

eine Losung (eindeutig erst bei passenden Randbedingungen im Unendlichen). Das elek-
trische Feld

|B(2)] o< |2 "=
verschwindet oder divergiert an der Spitze z = 0 je nachdem, ob 0 < o < 7w oder 0 < 3 <
.

_ =8
= |25

7. Multipolentwicklung

Gegeben eine Ladungsdichte p(z’) mit supp p C {|Z’| < R}. Wir wollen das Potential

o) = — / PE) s (1.34)

T ar ) T—7

fir r = |Z] > R auswerten. Die Taylorentwicklung in z’

(1.35)

erhalt man aus




wo d/d\ wie —%' - V wirkt. Da (1.35) in |#’| < R gleichmiissig konvergent ist, folgt

Tili — = 2(51
4w(gz='):_+—+ ZTM ek Rl RS (1.36)
zg 1
I ; Potential eines Quadrupols
Potential eines Dipols

Potential einer Punktladung
wobei

>z’ p(Z") Gesamtladung

p= /d?’x’f'p(f’) Dipolmoment

Die 6 Funktionen Pj;(%) := (a;x; — (1/3)2%6;;)/(2r), (i < j) sind linear abhingig, da
ZZ o Pii = 0. Das Quadrupolfeld bestimmt somit die Koeffizienten T;; nicht eindeutig.
Stattdessen kann man es nach den linear unabhéngigen Funktionen z;z;/(2r°) entwickeln.
Dazu bemerken wir, dass der letzte Term in (1.35) symmetrisch in 7, 7’ ist,

3

1
r5 Z wial (3w — T26;;) = 5,5 Z(?):v ol — BP0 )miw;

1,7=1 2,7=1
folglich das Quadrupolfeld auch gleich
X :1:] ziw; — 2720
a Z sz = 3 Z ng
ZJ 1 1] 1

ist, wobei der Quadrupoltensor

Qij:Qﬁ:/d‘g '(3x:p — 775,)p(F") (1.37)

1
=Ty — 3t 7)oy

spurlos ist: tr @ = 0. Im Unterschied zu den 6 T};’s, sind die 5 unabhéngigen ();;’s durch
das Feld (und nicht bloss durch p) eindeutig bestimmt.

Beispiel: Eine sphirisch symmetrische Ladungsverteilung p(#’) hat 4ro(x) = e/r und
somit kein Quadrupolfeld, obschon i.A. Ty; = [ d®2'Z"p(Z") # 0. Jedoch: @ = 0.

Die Beschreibung des Potentials [~ter Ordnung (I > 2) in (1.36) mit Hilfe der (zu den
T;;’s analogen) Koeffizienten

/ 0P M () (1.38)

(m; € N, my + mg + mg = [) ist ebenfalls redundant: nur gewisse (den ();; analogen)
Linearkombinationen davon werden benotigt. Eine systematische Erfassung dieser hoheren

11



Multipolfelder ist mit Hilfe der Kugelfunktionen moglich. Sei 2 = {¢ € R? | |¢] = 1}
die Einheitskugel.

Definition. Y; : Q — C ist eine Kugelfunktion zum Index [ = 0,1,2,---, falls Y, die
Einschriankung auf € eines homogenen, harmonischen Polynoms u; : R® — C vom Grad [
ist:

w(ré) = r'Yi(e) Ay =0. (1.39)
Sei L*(Q) ={Y : Q@ — C| [, de|]Y(€)|* < +o0} mit Skalarprodukt

Y, 2) = /Q deY (€)Z(€) .

Satz.

a) (Y, Yy)=0 firl #1.

b) Die Y, (zu festem 1) bilden einen (21 + 1)-dimensionalen Unterraum Y, C L*(Q).
c) Diese Unterriume spannen L*(S)) auf:

Q) =Py
=0

(Fiir den Beweis, wie auch fiir das folgende, s. Anhang B).

Im Raum Y, der Kugelfunktionen zum Index [ kann man eine orthonormierte Basis
von sogenannten speziellen Kugelfunktionen auszeichnen.

Bezeichnung: Yy, = Vi (€), (m=—1,...,+1;1=0,1,...).
Also: (Y2m7Y/m/) = 5ll’6mm’~
Es gilt

Lemma. Sei ¢ : QQ x Q — C eine stetige Funktion ¢ = (€, €") mit Y (Re, Re’) = (€, e’)
fiir R € SO(3). Dann ist v darstellbar als

00 l
Z > Yin(@)Yim(@) (1.40)

Durch Anwendung auf die rotationsinvariante Funktion |7 — #'|~! folgt

Lemma. (¥ =re, 2" =r'ée”). Firr' <r ist
47r|w—x’| Z Z (T) o7 1 im(€)Yim(€) - (1.41)

Beweis: Der I-te Term der Entwicklung (1.35) ist ebenfalls invariant unter (¥,7’) —
(RZ, RZ’") und ist ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grad [ in #’. Nach (1.40)
und der Definition (1.39) ist




d.h. es gilt (1.41) mit ¢; anstelle von (2] + 1)~!. Zur Bestimmung von ¢; setze € = ¢’ und

integriere iiber €2
1 1N /) ¢
e ()

(Yim, Yim)
1=0 -1

I

2041
anderseits ist aber |r — /|7t =771 (1 - (7“’/7"))_1 =r 152,/ dh g = (204 1)

Aus (1.41) folgt nun die gesuchte Multipolentwicklung

00 l lm(é,)
Zo Z l—|—1 "opltl

mit den 2/ + 1 sphérischen Multipolmomenten der Ordnung [

G / &' Vi @) p(7)

Sie sind durch ¢ eindeutig bestimmt, im Gegensatz zu den (I + 1)(I + 2)/2 Koeffizienten
(1.38).
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2. Die Maxwell-Gleichungen

1. Elektromagnetismus

Permanente Magnete (Magnetit) waren schon im Altertum bekannt. Ein Stabmagnet
weist entgegengesetze Pole auf (de Maricourt, 1269), die spéter als magnetische Ladun-
gen aufgefasst wurden, eine heute iiberholte Vorstellung. Fiir die Wechselwirkung solcher
Magnetpole postulierten Michell (1750) und Coulomb (1785) ein zum Coulomb—Gesetz
(1.1) analoges Verhalten. Nichtdestoweniger galten magnetische und elektrische Erschei-
nungen als unabhéngig. Dies dnderte sich erst als Orsted (1819) die Ablenkung von Ma-
gnetnadeln in der Néahe stromfiithrender Leiter fand: bewegte Ladungen sind magnetisch
wirksam. Ampere vermutete darauthin, dass auch (elektrisch neutrale) stromfithrende
Leiter miteinander wechselwirken. Seine quantitative Beschreibung (1820) lautet:

v 2

N

dFs

B} LI dsy A (d5, A
Flzz//dFlg—ﬂ// & . S; 7) (2.1)
v2 Iy 7 r

ist die Kraft auf den Leiter 5, die vom Leiter v; ausgeht. Dabei ist I; der zeitlich
konstante elektrische Strom, der im Leiter ~; fliesst. Da die Einheit der Ladung, und
somit des Stroms, durch (1.1) bereits festgelegt ist, wird in (2.1) eine Kopplungskonstante
1/c* benétigt: ¢ hat die Dimension einer Geschwindigkeit. Aus

a8 [
S
Y2 7147TT3

(beniitze dazu dsy A (ds) A7) = (T d§2)d31 (d51 dsy)7 und —r=37 - dsz = dyr!, sowie
[ dar=t = 0) folgt “actio = reactio” fiir Fiy = —Fy (nicht aber fiir dFm)
V2

Man kann sich die Wechselwirkung (2.1) durch ein Magnetfeld B(Z), das von einer
Stromschleife erzeugt wird, vermittelt denken (Biot-Savart):

Bla) = L /dgﬁ(f_@ . (2.2)

dre ), |7 —y)?

Ein Stromelement I d3 erfihrt dann im #usseren 5 Feld die Kraft

LT .
dF = ~d5\B. (2.3)

14



Da fiir jeden festen Vektor €

ist (2.2) dquivalent zu
Az) = ’

—_ 2.4
dre ), |7~y (24)

(A heisst Vektorpotential).

Eine kontinuierliche Stromverteilung wird durch eine Stromdichte 7 (Z,¢) beschrieben,
d.h. der Strom durch eine orientierte Flache S ist

I /T-dﬁ. (2.5)
S

Ganz allgemein gilt Ladungserhaltung:

divi= —— (2.6)

(Kontinuitéitsgleichung). Wir beschrénken uns nun aber wieder auf den stationéiren
Fall (p, 7 unabhéngig von t):
divi=0. (2.7)

Die Stromdichte, die einem Stromfaden ~ entspricht, ist
(X)) = I/(S(:E— Z(s))ds :
gl

das Integral (2.5) liefert I fiir gleich orientierte S und v, denn do - ds = d?y fiir § =
T — #(s). So folgt [ f(i)1d5 = [ f(i))i(y)d’y und im kontinuierlichen Fall lautet (2.4)
dank Superposition

) L (7
Borot A, A(:c):R/d ylf( )zJI | (2.9)

wobel

divA =0
wegen (2.7). B geniigt damit den Feldgleichungen

div B = (2.9)

—

rot B =

0,
T
2 2.10
: (210)

denn mit (1.10) ist

rotrot A = VdivA —A
=0

:3>~l
o I~1

15



Beachte, dass (2.7) aus (2.10) folgt. Wiederum gilt Eindeutigkeit der Losung im folgenden
Sinn: fiir 7'(¥), das fiir grosse |Z| verschwindet, ist (2.8) die einzige Losung von (2.9, 2.10)
mit B(Z) — 0, (]Z] — o0). Losungen fiir = 0 sind ndmlich harmonisch (vgl. (1.13)).

Die Integralform von (2.9, 2.10) ist

. L 1
/ B-do=0, /B-d.?:—/z_'-dé' (2.11)
1% a8 CJs

fiir beliebige Raumgebiete V', bzw. Fliachen S.

Beispiel: Gerader Leiter. Nach (2.2) ist das Feld azimutal gerichtet; seinen Betrag ent-
nimmt man aus (2.11):

\
\
\
\
|
|
]
!
!
/
sl

I
. AN 21rB(r) = —
c

Kraft (2.3) pro Langeneinheit zwischen zwei parallelen Leitern:

I Iy

— B o [112

2me2r

Daraus haben Kohlrausch und Weber (1856) die Konstante ¢ experimentell bestimmt:
¢~ 3-10%m/s. Kirchhoff (1857) konstatierte die iiberraschende Ubereinstimmung mit der
Lichtgeschwindigkeit (Fizeau 1849, Foucault 1850).

Die Kraftdichte f auf eine kontinuierliche Stromverteilung 7’im &usseren B-Feld ist nach
(2.3) B
f= é :a (2.12)
Dies gilt auch fiir nicht stationéres 7. Beispiel: die Stromverteilung
&) t) = et (X — Z(t)) (2.13)

(7 = Z(t)) einer bewegten Ladung mit Bahn #(t) erfiillt, zusammen mit der Ladungsver-
teilung p(Z,t) = ed(Z — Z(t)), die Kontinuititsgleichung (2.6). Auf sie iibt das B-Feld
demzufolge die Lorentz—Kraft

A B (2.14)

aus.



2. Singulidre Stromverteilungen O : Oberflichenvektor

e Magnetisches Dipol: Stromschleife
im Limes I — oo, O — 0, IO — cm
(m: magnetisches Dipolmoment).

Das A Feld ist

- I ds 1 - 1 nAT n
A(T) / i /dé’/\vy| - x:rotﬂ,
S

~ e as |7 — ¥ ~ e T — 473 drr
Fvols)
das B-Feld also
- m - m 1
roLTo 4y Vdiv 4rr m A7y
- - 1
—v (m- 7o(T 2.15
(m V47W)+m (%), ( )

die Stromverteilung 7" schliesslich
7=crot B=—cmAVS.

Beachte, dass der erste Term in (2.15) identisch ist mit dem E-Feld eines elektrischen
Dipols p' = m (vgl. (1.14)). So versteht man, dass die urspriingliche Vorstellung (Mi-
chell, Coulomb), magnetische Dipole bestiinden aus magnetischen Ladungen, das B-Feld
(fast) korrekt zu beschreiben vermag: der Unterschied, md(Z), manifestiert sich nur im
Innern des Magneten. Ampere nahm deshalb an, dass magnetische Dipole nur in Form
von Kreisstromen existieren (Amperesche Molekularstrome): der Magnetismus wurde auf
die Bewegung von Ladungen zuriickgefiithrt. Das magnetische Moment eines quantenme-
chanischen Spins passt in dieses Bild bis auf die Tatsache, dass es fiir Elektronen doppelt
so gross ist als klassisch erwartet.

Fiir eine kontinuierliche Magnetisierung M () ist

B M (7 1 M (i
A(Z) = rot /d%i /d%%,

in|Z— g 4n 17— 7

was nach (2.8) einer dquivalenten Stromdichte 7'= crot M entspricht.

-

e Oberflachenstrom: Flidche S, Flachenstromdichte J(y). Stromdichte:
1) = [ do st =)
Fiir die einseitigen Randwerte B;, i = 1,2 zur Fliche S (s. Fig. auf S. 4) gilt nach (2.11)
(//é-ﬁdo)‘jz@

17



fiir jede Flache S” C S, also
~0. (2.16)

(/éi.dg)}fzélf-<ﬁAd§>,

v

Andererseits gilt

da die Normale zu der durch v — 4 berandeten Fliche 7 A 5 ist (§ Tangentialvektor
zu 7). Also B; - t|2 = ¢ ' (J A#i) -t fiir { tangential zu S, bzw.
2

1

i A B; J.

ol

3. Elektrodynamik

Die Zeit tritt erstmals im Induktionsgesetz auf. Faraday bemerkte, dass in der Spule
wéahrend der Bewegung ein Strom fliesst: induziert wird eine “elektromotorische Kraft”.

(@] 04 Up konstant

Laborsystem O, Ruhesystem O’ der Spule: Setzen wir das klassische Relativitéts-
prinzip voraus (wir werden es spéter verwerfen!), so gilt

/

—

f:f—vot,

T =T -,

L I S

F'=F=e(E+~-NB
C

fiir den Ort und die Geschwindigkeit eines Teilchens, bzw. fiir die Lorentz-Kraft darauf.
Postuliert man noch ¢’ = e, so folgt

E=E+2AB, B=8. (2.17)
C

Wir wollen annehmen

E = E(Z), B = B(Z) , (2.18)
d.h. E, B seien zeitlich unabhéngige Felder, fiir welche die bisherigen Feldgleichungen
(1.7, 1.8; 2.9, 2.10) gelten. Das Transformationsverhalten (2.17) betrifft Felder, d.h. etwa

18



wodurch

Damit ist die elektromotorische Kraft langs 9.5

/ E’-d§”:/ (mmg).dg:/mt(mmé).da
S s c S c
=0

1 _ - 1 B 1 .
:—/((leB>’170—(170v)B> -do = —— 0 . do! = —_i B . do" .
€ Jg N~—~— cls Ot cdt Jg

Faraday (1831) fand dieses sogenannte Induktionsgesetz auf empirischem Wege (bis auf
den Faktor 1/c¢), und zwar gilt es auch, falls es kein Laborsystem mit (2.18) gibt. In einer
Notation ohne Striche ist es dquivalent zur Feldgleichung

. 10B
tE+-—=0
o +08t '

die erstmals E und B miteinander verkniipft.

Die Vollendung der Elektrodynamik ist das Werk Maxwells: sein “Treatise on Electricity
and Magnetism” erschien 1873. Sie besteht in einer Ergdnzung des Ampereschen Gesetzes
(2.10):

. 1/, OE
rotB:E<Z+ \a_;) (2.19)

Maxwellscher Verschiebungsstrom

Dadurch wird die Ladungserhaltung gerettet! Ohne Verschiebungsstrom folgt ja divi'= 0,
was nur fiir Gleichstrom richtig ist. Nach (2.19) ist nun

L 0. = 0Op
divey = _EdWE =7

wegen (1.8): wir erhalten die Kontinuitétsgleichung (2.6).

Wir fassen nun die endgiiltigen Feldgleichungen zusammen

divB =0 Homogene

. 10B
rot I/ + — e 0 Maxwell-Gleichungen
c

div E = p Inhomogene

. 19E 7
rot B — — 8_ _! Maxwell-Gleichungen
c

c Ot
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Als Folge davon gilt (2.6): Die Kontinuitétsgleichung ist eine notwendige Bedingung fiir
die Losbarkeit der Maxwell-Gleichung nach F, B (Integrabilititsbedingung).

Dazu kommen die elektromagnetischen Krifte, bzw. Kraftdichten

1

F=eE+-AB),
; (2.20)
f=pE+-AB
c
auf Punktladungen, bzw. Ladungs— und Stromverteilungen.

Die fiir die ganze Physik revolutiondren Konsequenzen dieser Theorie wollen wir hier
andeutungsweise vorwegnehmen:

e Es tritt ein neues physikalisches System auf: das freie elektromagnetische Feld
(Licht). Seine Bewegungsgleichungen sind die Maxwell-Gleichungen mit p = 0, 7= 0:

10E . 10B o
2 — ot B S — 0t E 2.21
s rot B'; - rot (2.21)
mit den Nebenbedingungen . .
divE=divB=0, (2.22)

die mit (2.21) vertriiglich sind. Mit der Identitéit rotrot £ = Vdiv E — AE folgt daraus
die Wellengleichung

OE=0B=0, (2.23)
1
ot
(d’Alembert—Operator). ¢ entpuppt sich als die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts.
Die Optik ist fortan ein Zweig der Elektrodynamik.

e Es gibt keine instantane Fernwirkung mehr zwischen zwei geladenen Teilchen im Ab-
stand r. Die Wirkung ist gegeniiber der Ursache um die Laufzeit des Lichts r/c verzogert.
Die Moglichkeit eines kausalen Zusammenhangs zwischen zwei Ereignissen héngt von Zeit
und Ort ab: dies fithrt auf die Raum—Zeit — Struktur der speziellen Relativitiatstheorie
und zu einer neuen Mechanik.

e Da Energie, Impuls und Drehimpuls durch das Feld nicht instantan iibertragen werden,
konnen die Erhaltungssidtze nur gelten, wenn das Feld selber solche Grossen tréigt. Wir
illustrieren dies am Beispiel der Energie: Aus der Identitét

div(EAB) =B -rot E— E -rot B

und den Maxwell-Gleichungen folgt
— — — E — E
divc(E/\B):—B~a——E~ <7+a—> )

also: 91
EQ@?+§%+dwd

]}
>
o
_|_
=)
e}
I
o
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oder integriert iiber V C R3:

d 1

- (E + B))dx —/avc(EAé)da—/z-Ed%. (2.24)

v

Der letzte Term ist die im Gebiet V' pro Zeiteinheit auf die Ladungstriager {ibertragene
Energie, denn fiir eine Punktladung (2.13) in V' (dank Superposition geniigt es, diesen
Fall zu betrachten) betrégt er ev - E, was der Leistung der Lorentz—Kraft (2.20)

7 (E+ GNE) =ei-E
c
entspricht. Wir definieren deshalb:

(E? + B?) Energiedichte des Feldes,

N | —

(2.25)

—

S:=c¢(E A B) Energiestromdichte des Feldes (Poynting—Vektor).

Gl. (2.24) besagt dann, dass sich die Feldenergie im Gebiet V' nur dndern kann, indem
entweder Energie durch die Oberfliche OV stromt oder auf Ladungen in V' {ibertragen
wird. Die Gesamtenergie von Feld und Materie bleibt damit erhalten.

4. Elektromagnetische Potentiale

Aquivalent zu den homogenen MaxwellfGleichu_r}gen ist die Darstellung des Feldes durch
die elektromagnetische Potentiale ¢(7,t), A(Z,1):

B =rot A E=_-Vo— . 2.26
rot A, v a ; (2.26)
Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen lauten dann
10 /10
- —a ( aStO —|—d1VA)
10 . (2.27)
DA+V(——+de) r
c Ot c
Die Potentiale sind dabei nur bestimmt bis auf Eichtransformationen
10 - B
o — ——a—);, A— A+ Vy (2.28)
c

mit einem beliebigen skalaren Feld (7, t). Etwas eindeutiger werden sie durch die Forde-
rung einer Eichbedingung, z.B. eine der folgenden:

Lorenz—Eichung Coulomb—Eichung

! ‘?;0 FdivA=0. (2.29) divA=0. (2.30)
C

Ausgehend von ¢, A’, 1dsst sie sich erreichen durch Losen von

/

10y

]
Xc@

+ div A’ Ay = —div A ,
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d.h. es verbleiben Eichtransformationen mit
Ox =0. Ax=0.

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (2.27) nehmen dann eine einfachere Form an:

Ue=p, Ap=—p,
L7 (2.31) L2100\ T (2.32)
0A= 2. DA+V<EE>_E.

Bei Coulomb-Eichung kann man, wie im statischen Fall (1.5), die Losung der ersten

Gleichung (2.32) als
. 1 p(,t)
t)=— [ &y=—
wahlen. Im Spezialfall p = 0 ist dann ¢ = 0, so dass die Lorenz-Eichung auch noch erfiillt
ist.
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3. Das freie Feld

1. Ebene Wellen

In der Coulomb-Eichung (2.30) lauten die Maxwell-Gleichungen (2.32) fiir das freie Feld

(p=0,7=0)
p=0, OA=0.

Ebene Wellen sind Losungen der Form

A@ )= fle-z—ect)y, (e =1)

—

mit einer Vektorfunktion f(s) einer Variablen. Die Eichbedingung (2.27)

— — d
O=divA=¢-f —
vA=ef, (=)

besagt: f/ L & Die elektromagnetischen Felder (2.26)
. 19f -
E=_-%
c ot = fie ), (3.1)
B=rotf=énfl(é-F—ct)=ENE

sind transversal zur Fortpflanzungsrichtung €. So gibt jede zu € transversale Funktion f !
Anlass zu einer ebenen Welle, in der stets:

B L
|El =B8],
(€, E, B) : orthogonales Rechtskreuz.

E
€

Der Poynting—Vektor B L . B
S=cENAB=c(E*¢=c (B¢ (3.2)

zeigt in die Fortpflanzungsrichtung. Man iiberpriift auch ohne Verwendung der Potentiale,
dass (3.1) die Gleichungen (2.21, 2.22) des freien elektromagnetischen Feldes erfiillt. Fiir
monochromatische Felder ist speziell f'(s) = Eyel“/¢, d.h.

(3.3)

mit Frequenz w > 0 und Wellenvektor k = (w/c)é. Die komplexe Amplitude
Ey=E, +iE, , (E_)LQ reell)
ist beliebig im 2-dimensionalen komplexen Raum
7t = {Ey e C*| Ey-&=0}

der zu € transversalen Vektoren. Das Rechnen mit komplexen Feldern ist legitim: da die
linearen Feldgleichungen reelle Koeffizienten haben, sind Real- und Imaginérteil einer
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Losung wieder Losungen. Wir fassen den Realteil als das physikalische Feld auf. Die
Polarisation der Welle wird beschrieben durch die Bahn des Vektors Re E(Z,t) in einem
festen Raumpunkt, z.B. ¥ = 0:

E
Re E(0,t) = E coswt + Eysinwt . (3.4)
(Ellipse)
18
Spezialfille:
o | Ey: lineare Polarisation

e E\LE, |E)|=|E,): zrkulare Polarisation, und zwar
By, = +e'N Ey: rechts, bzw. links zirkulare Polarisation
(bzgl. der Fortpflanzungsrichtung)

Durch Wahl einer Basis (€1, &) in €+ kann jede monochromatische Welle als Superposition
von zwei ausgewahlten Polarisationsfillen dargestellt werden. Die Basis sei orthonormiert
im Sinne des Skalarproduktes

(E,F)=E-F=(E —iE)-(Fi+iFE). (3.5)
Die Zerlegung ist dann

2
Ey= Z%‘g@' , a; = (&, Ep) . (3.6)
=1

In den folgenden Beispielen ist (€}, €5, €35 = €') eine reelle, orthonormierte, positiv orien-
tierte Basis in R?. Solche Basen gehen unter Drehungen um die & Achse ineinander iiber:

—

€2

—/ — . —
\ €] =COSp-€;+smy - ey,
iy (3.7)

\ /gl’ €y = —sinp- € +cosp- e .

-
-
-

-

\ -
-
-

N ()0/\

0 e

1. 51 = 51, {:?2 = gg
Dann ist (3.6) die Zerlegung in zwei zueinander senkrecht linear polarisierte Wellen.
Diese Zerlegung ist gemiss (3.7) nicht rotationsinvariant.

2. &L = \%(e} + iéy)
Dann ist (3.6) die Zerlegung in eine rechts (+) und eine links (—) zirkular polarisierte

Welle. Sie ist rotationsinvariant, denn unter der Drehung (3.7) ist

gL =et¥ey o, = e ay
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also o/ € = ayél.

Um die Energiestromdichte der Welle (3.3) auszurechnen, muss man zuerst zu den reellen
Feldern iibergehen, denn S ist nicht linear in den Feldstérken. Fiir den Betrag S = |S|
der Energiestromdichte im Punkt # = 0 findet man aus (3.2, 3.4)

S(t) = c(E? cos® wt + E2sin® wt + Ey - By sin 2wt) .

Die Intensitét [ ist definiert als das Zeitmittel von S(t):

C

I
2

o N C - -
(Ef + E3) = §(E0’EO) -

Damit erhélt das Skalarprodukt (3.5) eine physikalische Bedeutung. Bei der Zerlegung
(3.6) in einer orthonormierten Polarisationsbasis sind die Intensitiaten additiv:

I = (\a1|2 + ’042|2) .

c
2
2. Dynamik des freien Feldes

Wir 16sen das Anfangswertproblem der skalaren Wellengleichung [Ju = 0:

P } (& 1) (3.8
E(f7 0) ’

Damit ist auch das Anfangswertproblem fiir das freie Feld (2.21) gelost,

wobei die linke Seite der Nebenbedingung (2.22) geniigen muss. Durch (2.21) sind namlich

OF OB,
E(mao)a W(xa())

und somit die Anfangsdaten fiir (2.23) bekannt. Ausgangspunkt ist die allgemeine kugel-
symmetrische Losung von Uu = 0, die wir in der Form

w(@ ) = (), (r=1a)

ansetzen. Fir solche Funktionen ist

pu= 12 o ars(@50,0) (3.9)
u=—ogru—4nd(@ 1), )

sodass f(r,t) eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung

1 82f 8%f
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sein muss. Im Gebiet 0 < r < oo wire die allgemeine Losung
f(r,t) =g(ct —r)+ h(ct + 1)

mit beliebigen Funktionen g, h. Fiir (3.8) kommen wegen (3.9) nur Losungen mit f(0,t) =
0 in Betracht. Also: h = —¢g und

u(Z,t) = 1[g(ct —r)—glct+r)].

r
Die Distributionslosung
1
D(Z,t) = —[d(ct —r) — d(ct + )] (3.10)
dmr
gehort zu den Anfangsdaten
. 10D, . 10°D,

Zum Beweis fasse man D(Z,t) auf als Distribution in Z zu festem ¢. Fiir jede Testfunktion
f(&) ist dann

_ct

D(f. 1) E/d%f(f)D(f,t) 47T/Qd26f(cyt|a) _ %/Qd%f(cté),

wobei Q = {€ € R® | |¢| = 1} die Einheitskugel ist; der letzte Ausdruck folgt durch
Substitution € — —¢ und zeigt, dass D(f,t) Ableitungen in t aller Ordnungen hat. D(f, )
ist ungerade in ¢, also gilt

_d*D

D(fao)—ﬁ

(f,0)=0.

Ferner ist
1dD 1

L0 = o [ Eero = ).

Dies beweist (3.11). Mit der Grundlésung (3.10) ldsst sich nun das Anfangswertproblem
(3.8) 1osen durch

W@ ) = /d3y Ea—D(f— 7, )u(ii,0) + D(F — . t)%%(gj, 0)} 312

Ou = 0 folgt aus 0D = 00D /0t = 0 und die Anfangswerte stimmen wegen (3.11). Nach
Ausintegration der §-Funktionen in (3.10) lautet sie
0o 1 1 ou
r,t) = — dou(y,0 do —(y,0) .
u<x7 ) 825 47T02t /|37£|=Ct| OU(y’ ) - 471'02t /|gj’f|:c|t| ¢ (925 (y7 )

Die Losung (3.12) bringt die geometrische Charakteristik der Wellenausbreitung zum
Ausdruck:
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ct

Der Trager der Grundlésung D(Z,t) ist der
Lichtkegel ¢*t?> — %2 = 0.

8y

Fiir gegebenes (7, t) hangt u(Z, ) nur ab von
den Anfangswerten in den Punkten g auf der
Kugel |y — Z| = ¢|t].

<y

ct K

——— / —_—

,
/

: Falls die Anfangswerte einen kompakten
—_ Triger K C R? haben, so ist die Wellen-
ausbreitung auf das schraffierte Raum-Zeit

Gebiet beschrankt.

z

Diese Figuren illustrieren die Aussage: ¢ ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts.

Die Eindeutigkeit der Losung von (2.21, 2.22) ergibt sich aus dem Energiesatz (2.24): Fiir
verschwindende Anfangswerte folgt aus der Erhaltung von

—

/ &z [E(f, 12+ B(7,t)? =0,
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4. Die Erzeugung elektromagnetischer Wellen

1. Losung der inhomogenen Wellengleichung

Wir konstruieren eine spezielle Losung der Maxwell-Gleichungen zu vorgegebenen p(Z, t),
1(Z,t) die der Kontinuitétsgleichung (2.6) geniigen. In der Lorenz-Eichung (2.29) lauten
die Gleichungen

Op=p, D/T = (4-1)

Der auslaufende Teil

1
Dyet (7, 1) = mé(et -7, (r=|4]),
der freien Kugelwelle (3.10) ist eine Greensche Funktion des d’Alembert—Operators, d.h.

eine Losung von

0D, (7,1) = %(s(f)a(t) | (4.2)

Verwendet man Raum—Zeit-Koordinaten z = (2°, 2!, 2%, 2%) = (ct, T), so lautet dies
ODret(2) = 6(2) ,
wobel rechts die 6—Distribution in vier Dimensionen steht.

ct

D,; hat als Trager den Vorwérts—Lichtkegel und ent-
spricht einer bei x = 0 ausgeltsten Kugelwelle.

0

Zum Beweis von (4.2) erinnern wir zunéchst daran, dass D(f,t) glatt in ¢ ist, womit
(O"D/ot™)(Z,t)0(t) = (0"D/ot™)(#,0)0(t) eine wohldefinierte Distribution auf R* ist.
Insbesondere ist nach (3.11)

pE s =0, 222 vow) = s@on) .
c Ot
Somit folgt fiir D (7, t) = D(Z,1)0(1)
10D, 10D 1 9D,y 18°D, 1 _
c ot el @ap el tO@W.

Zusammen mit AD,, = (AD)# und OD = 0 folgt die Behauptung.

Eine spezielle Losung von (4.1) lautet somit

—

o) = [ayDuale—yoty) . Aw) =3 [y Dl - i)

28



Wegen der Kontinuitétsgleichung (2.6) erfiillt sie die Lorenz—Eichung (2.29). Nach Inte-
gration der —Funktion lautet sie

)= —
Aoyl
, 1 @<y»t‘ c )
Az )= — [ &
(#:1) 47?0/ Y |7 — 1]

(retardierte Potentiale). Der Unterschied zu den statischen Formeln (1.5) und (2.8) fiir
¢ und A besteht in der Retardierung: eine Anderung von p oder 7’ an der Stelle § wirkt
sich erst nach der Zeit |Z — 7| / ¢ auf das Feld an der Stelle Z aus.

Der einlaufende Teil

1
Dav(l') - E 5(%0 + ’I") = Dret(_x)

der freien Kugelwelle (3.10) ist ebenfalls eine Greensche Funktion des d’Alembert-Opera-
tors, und die entsprechenden avancierten Potentiale cine spezielle Losung von (4.1).
Die retardierten (bzw. avancierten) Potentiale liegen in der kausalen Zukunft (bzw. Ver-
gangenheit) der Quellen p, 2. Also bringen erstere die Einsicht zum Ausdruck, dass die
Quellen die Ursachen der Felder sind. Diese Kausalitidtsforderung ist mit den Maxwell—
Gleichungen vereinbar, aber keine Folgerung derselben. Diese zeichnen keine Zeitrichtung
aus.

2. Ausstrahlung

Wir betrachten eine Ladungs— und Stromverteilung im
Gebiet |y] < d. Im statischen Fall fallen die Felder
E, B fiir 7 — oo mindestens ab wie r=2, bzw. r=3. Im
zeitabhéngigen Fall bewirkt die Retardierung, dass E , B
nur wie 7! abfallen: der Energiefluss in ein festes Raum-
winkelelement wird konstant fiir  — oo (Ausstrahlung).
Um die Glieder ~ 7! von E, B zu finden, schreibt man

P tieo®). e-m

sodass . g
iR - r—y
P(Z,t) = 4—/d3y,0<y,t— ) :
T c (4.3)
At = — /d3y7(gjt |f_g|>
' Are ’ c ’
sofern
r>d. (4.4)
Auf (4.3) operiert V wie
i-y 10 _ €0
Z—4] c Ot ¢ Ot



falls er auf p oder 7 wirkt, und wie Multiplikation mit —#/r?, falls er auf r—! wirkt. Der
erste Beitrag iiberwiegt falls w/c > r~!, wobei w eine typische inverse Zeit ist, iiber
welche p, 7 eine relative Anderung der Ordnung 1 erfahren. Im zeitlich harmonischen Fall
(p, 7~ e ™) bedeutet dies

>\, (4.5)

wobei A = 2m¢/w die Lichtwellenlénge zur Frequenz w ist. Unter den Bedingungen (4.4,
4.5) ist also

- - 1 04
B=rotA=—-€N- —
c Ot
und unter der Beniitzung von (2.29)
. 1dp 10A 1 04 .
E=¢-—C—-2Z-=zg)\ (*/\——) — —¢AB
“Cot car T\ T c
-~
—~divA=eldd

In Ordnung r~! sind also E, B vollstdndig bestimmt durch die Transversalkomponente
von A (Komponente L ¢), und E, B , € verhalten sich lokal wie in einer ebenen Welle
der Fortpflanzungsrichtung €. Das durch (4.4, 4.5) charakterisierte Gebiet heisst deshalb
Wellenzone. Insbesondere ist dort der Energiefluss radial:

S = (E*)E = ¢(B?)é.
Wir betrachten nun weiter den Fall, wo
d<<\,

der insbesondere in der Atomphysik eintritt (Atomdurchmesser d ~ 10~%m, optische
Wellenlinge A ~ 10~%m). Mit

d2
7 — ] :r—€-3]+0<7>

gilt fiir das Vektorpotential (4.3)

> 1 r ey
Az t) = @y (e - =+ ) 46
@) = [ it - T+ 50 (1.6
denn in der Zeit O (d?/rc) ist die relative Anderung von 7 von der Ordnung
d? d?
—wr —<1.
rc A

In (4.6) konnen wir uns dann mit den niedrigsten Gliedern der Taylorreihe

R roe-y . r L o lovy/, r
(it =g+ =) =it =)+ @D g (e -7) +- (47)

begniigen.
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e Elektrische Dipolstrahlung: Der Beitrag des ersten Terms in (4.7) zu A ist

o 1 r 1 r
A(Zt) = a3 *(*t——)z *(t——)
(%.1) 47rrc/ vy c drre P c

mit dem elektrischen Dipolmoment

At) = / Py Gp(7.1)

denn fiir jeden festen Vektor 7 folgt aus 7 = ﬁy( und der Kontinuititsgleichung (2.6)

- 4)
47rrcﬁ-ff=/d3y @ V)i §) = —/d3y(ﬁ-gj)div7:ﬁ-ﬁ.

_\P .
-7 e Das zugehorige Feld (in Ordnung r~1) ist
AN 2 @i
= EN(END
47rrc? ’
N 2w
B=¢AE,
v n o . .
wobei p'= p(t — £) zur retardierten Zeit zu neh-
men ist. Die Energiestromdichte ist radial mit
9 Betrag
1 »)
S (6 L =2 L9
(9) S(0) = T6a2,23P sin 0,

(links: Polardiagramm dazu). Die total abge-
strahlte Leistung betragt

=9

p . 9 L=
= dQ 0= —— .
1672¢3 / St 6mc? p
—_—

8m/3

Im zeitlich harmonischen Fall ist W o w?.

@ 97=—5EAGAD +5 (€ DT+ @ D7) (4.9)

e Magnetische Dipolstrahlung: Der Beitrag des ersten Teils in (4.9) zu Aist A(Z,t) =

—47r1rc EAM (t — E), wobei

- 1 Y
m(t)ZQ—C/d?’yyM(y,t)

31



das magnetische Dipolmoment ist. Das entsprechende Feld ist

E=_-¢éAB.

Es ist analog zur elektrischen Dipolstrahlung und geht aus (4.8) hervor durch die Substi-
tution (£, B, p) — (B, —E, m). Wegen S — S ist dabei die Ausstrahlung (bei gleichen
Dipolmomenten) dieselbe.

—

e Elektrische Quadrupolstrahlung: Fiir den zweiten Teil in (4.9) gilt [(€-¢) 7+ (€-7) ¥ |- =
(7-Vy)(€-y)(7 - ¥). Somit ist sein Beitrag zu A

" o = 0
2 5. — 3 —_ TN T — 3 n oo (e 1) — 7
8rerii - A /d Yy <8t V) (€-y)(1-7v) /d y(n-y)(€- ) T dive
—9p/ot
d.h. 1
S B . _ C B
(7t) = 247rc? ( c)e 7

wobei die Komponenten des Tensors T'(t) durch
7(t) =3 | @yuusolsit
gegeben sind. Beniitzt man stattdessen den elektrischen Quadrupoltensor (1.37)

Q:T—%(trT)I,

SO ist
1 1

Da der zweite Term parallel zu € ist, trigt er zu E , B in der Wellenzone nicht bei. Das
Feld ist

. 1 . .
B=— ENQE E=—-€eNB
2mrcd © e, ‘
und die Energiestromdichte
1 L i
= ———— (én
576m2r2c? (L;Qe_)/

e Q- (eQe)”
Im Hauptachsensystem des Quadrupoltensors ist Q = diag(qi, g2, ¢3), € Q€ = >, gie?
und A
> 2 2 2 T 2 2
/de(e-Qé) :Z 44, /deei ej = 1—5[(trQ) +2tr@ } )
1/7]

—— -0
4T (1426;5)

Somit betragt die total ausgestrahlte Leistung

47 1 2 cee 9 1 cee 9
W=—" (-2 )00’ =—— trQ".
576m2c5 (3 15) PO = s 10
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Beispiel: Um die 3—Achse rotationsymmetrische Ladungsverteilung. Dann ist

_q Mg e
Q= —q ; ENQE=34q(eze3,—e1e3,0),
2q
3
0 _7s9) S(0) = _T [(eres)? + (eaes)?] -
6472725 S g ~
sin® 0 cos? 6

Die verschiedenen Multipolfelder iiberlagern sich. Dabei sind die Energiestromdichten
nicht additiv, es treten Interferenzterme auf. Man kann aber zeigen, dass die total abge-
strahlte Leistung additiv ist.

Fithrt man die Entwicklung (4.7) weiter, so treten, wie in der Elektrostatik, sukzessive
hohere Multipole auf, die wir hier nicht behandeln.
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5. Das Relativitatsprinzip

1. Das klassische Relativititsprinzip

Nach Festlegung der Einheiten von Linge und Zeit, kennzeichnen wir Ereignisse durch
(t,Z) € R mit

t: Zeitkoordinate
7= (2%, 2% 2): Kkartesische Koordinaten.

Eine absolute, vom Bezugssystem unabhéingige Bedeutung haben die Grossen

e |ty —ty|:  Zeitabstand von zwei beliebigen Eregnissen (¢, Z1), (t2, Z5) (5.1)
(insbesondere: Gleichzeitigkeit ist absolut);

o falls tl = tg .

|7y — 5| :  Raumabstand von zwei gleichzeitigen Ereignissen. (5.2)
Die Koordinatentransformationen, die diese Grossen invariant lassen, sind

t'=X+a, A=+1,a€eR),
7' = R(t)Z+b(t) (R(t) € O(3), b(t) € R?) ,
d.h. die rdumlichen Bezugssysteme sind beliebig gegeneinander bewegt.

Physikalisch sind jedoch nicht alle diese Bezugssysteme gleichberechtigt. Die besondere
Klasse der Inertialsysteme ist ausgezeichnet durch die Giiltigkeit des Trégheitsgesetzes:

=0 (5.3)

fiir freie Teilchen. Die dann noch erlaubten Transformationen sind die Galilei—Transfor-
mationen

t'=M+a, (A=+1,a € R),
P = RE+Tt+0, (R e 0(3), 7,b € R?) .

Das klassische Relativitatsprinzip verlangt, dass die Bewegungsgleichungen eines isolierten
Systems, das keinen dusseren Einfliissen unterliegt, in jedem Inertialsystem gleich lauten,
also forminvariant sind unter Galilei—Transformationen. Beispiel: Newtonsche Gleichungen
eines N—Teilchensystems

falls

fiir alle R € O(3), @ € R3.

Durch die Elektrodynamik wird dieses Prinzip verletzt: das Gesetz der Lichtausbreitung

CQ(tl — t2>2 — ‘fl — .fg’Q =0 (54)
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charakterisiert zwei Ereignisse (t1,2) und (t2,Z5), die durch ein Lichtsignal der festen
Geschwindigkeit ¢ verbunden werden konnen. Insbesondere ist sie unabhéngig vom Bewe-
gungszustand des Senders und von der Fortpflanzungsrichtung.

Das Gesetz ist nur noch invariant unter Galilei-Transformationen mit ¢ = 0. Zum Beispiel
beschreibt || = ¢t die Front einer vom Ereignis (0,0) ausgehenden Lichtwelle. Unter der
Galilei-Transformation

t=t, =70t

behélt das auslosende Ereignis die Koordinaten (0, 0), aber die Wellenfront zur Zeit ¢ = ¢/
wird zur Kugel |2’ + 0t'| = ¢t/ mit Mittelpunkt —ot":

@ @)
- i

-
NPANAC

Mechanik und Elektrodynamik zeichnen eine Klasse “ruhender” Bezugssysteme aus. Diese
Vorstellung erschien solange natiirlich, als man einen materiellen “Ather” als Tréiger des
elektromagnetischen Feldes vermutete. Die Bewegung eines Inertialsystems relativ zum
Ather liesse sich feststellen durch Abweichungen vom Gesetz (5.4) der Lichtausbreitung.
Dies aber misslang (Michelson, Morley 1887).

2. Das Einsteinsche Relativititsprinzip

Einstein (1905) befreit sich obiger Auffassung von Raum und Zeit. Er gibt die Invarianten
(5.1, 5.2) preis und fiihrt ein neues Relativitatsprinzip ein:

a) Definition: Inertialsysteme sind ausgezeichnet durch das Trigheitsgesetz (5.3) und
das Gesetz (5.4) der Lichtausbreitung.

b) Postulat: Es gibt Inertialsysteme. Die Gesetze der Mechanik und Elektrodynamik
lauten in jedem Inertialsystem gleich.

Daraus ergibt sich folgendes Programm: (a) Bestimmung der Gruppe der Transforma-
tionen die (5.3) und (5.4) invariant lassen (Lorentz—Transformationen). (b) Relativisti-
sche (d.h. Lorentz-invariante) Formulierung der Mechanik und der Elektrodynamik. Da-
bei zeigt sich, dass die Maxwell-Gleichungen bei passender Transformation der Felder
bereits Lorentz—invariant sind. Anders die Mechanik: Fernwirkungsgesetze (Bsp. Newton-
sches Gravitationsgesetz) sind a priori nicht-relativistisch, da sie sich auf die klassischen
Invarianten (5.1, 5.2) berufen, etwa auf den “Abstand zweier Korper zur gleichen Zeit”.
An ihre Stelle tritt die Feldwirkung: eine relativistische Theorie wechselwirkender Teilchen
muss das gekoppelte System Materie & Feld beschreiben.
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3. Lorentz—Transformationen

“ Das Trégheitsgesetz (5.3) besagt, dass die Bewe-

Z(t) gung eines freien Teilchens mit Koordinaten = =
(2% 2!, 2% 23) = (ct, %) durch eine Gerade gegeben ist.
Die gesuchten Transformationen (bijektive Abbildungen
R* — R*) miissen deshalb geradentreu sein. Dies sind

bloss die affinen Transformationen

T o = At Y + at (5.5)

kurz: 2’ = Az + a. Koordinatendifferenzen ¢ = x — y transformieren dabei homogen

¢ = A¢ (5.6)
(Grossen, die so transformieren, heissen 4-er Vektoren) und
wegen (5.4) muss der Lichtkegel €0
(€ -2 =0
invariant sein. Die hier auftretende quadratische Form ist 2
(£,8) =
(6,6) = gu&ie” = €T g€ g
mit R R
1 0 - o
—1
g= o (5.7)
0 -1

Man zeigt (s. S. 40), dass (5.4) unter (5.5) invariant bleibt genau, falls
ATgA=ag (5.8)

fiir ein a # 0. Tatséchlich ist o > 0. Dies folgt aus dem Tréagheitssatz fiir quadrati-
sche Formen, oder geometrisch: o < 0 wiirde bedeuten, dass unter (5.6) das (nicht zu-
sammenhéingende) Innere des Lichtkegels ((£,£) > 0) mit dem (zusammenhéngenden)
Ausseren ((¢,€) < 0) vertauscht wird. Dies ist aber unmdéglich, da (5.6) stetig ist.

Die Gruppe der Transformationen (5.5, 5.8) enthélt die reinen Dilatationen
r— Ar, (A>0),

die einer Anderung der Zeit— und Lingeneinheiten entsprechen. Wegen a > 0 lisst sich
jedes A eindeutig zerlegen in

A=X,  (A>0), (5.9)
AgAh=g. (5.10)

Die durch (5.10) definierten Transformationen heissen Lorentz—Transformationen und
bilden die Lorentz—Gruppe L. Beschrankt man sich auf Inertialsysteme mit festen
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Massstiiben, so folgt aus deren Aquivalenz, dass der Faktor \ in (5.9) durch A bestimmt
ist, also
A(N) = A(A) - A
Die Gruppeneigenschaft dieser Transformationen verlangt
A(AD) A(Az) = A(A1A,) (5.11)

Man kann zeigen, dass die einzige stetige Losung A : L — R davon A =1 ist.

Zusammenfassung. Die Gruppe der Transformationen, welche Inertialsysteme mit fe-
sten Massstdben verbinden, ist die Gruppe der inhomogenen Lorentz—Transformationen

= At +at bzw. ¥ =Ar+a.
Dies sind die affinen Transformationen mit der Invarianten
(2% —y")? = (T —9)*. (5.12)
Durch (5.12) wird der R* mit einer Metrik versehen, die in jedem Inertialsystem die
Normalform (5.7) annimmt.

Anwendung: Zeitdilatation. Sei At = tg —t4 die Zeitdifferenz zweier Ereignisse A, B
in einem Inertialsystem K, wo sie am selben Ort stattfinden, z.B. Zeitanzeigen einer Uhr
in ihrem Ruhesystem: AZ = 0. In einem zweiten Inertialsystem K’ bewegt sich die Uhr
ebenfalls auf einer Trigheitsbahn, & = ot + g, aber nun i.A. mit Geschwindigkeit v # 0.
In K’ betriagt die Zeitdifferenz beider Ereignisse

1

1= e

Dies folgt aus (5.12), d.h. 2(At')? — (AZ')? = Z(At)? — (AZ)? und |AZ'| = v]|AY|.

|AY] = v|At] >1.

4. Diskussion der Lorentz—Gruppe

Durch Bildung der Determinante, bzw. der (00)-Komponente von (5.10) folgt fir A € L

(det A)> =1,
(A%)* =D (A¥)*=1.
k=1

Somit zerfallt L in 4 disjunkte Komponenten

detA =1 detA = —1
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Dass alle 4 Fille auftreten, zeigen die Spiegelungen

1 1
1 -1
1= | P = B ,
! ! (5.13)
-1 -1 '
1 —1
T — 1 9 PT - _1 Y
1 —1
die selber eine Untergruppe bilden. Weitere Untergruppen sind z.B.
L, ={AeL|detA=1} eigentliche Lorentz—Transformationen
L'={A e L|A%>1} orthochrone Lorentz Transformationen
LL=rL,nL". (5.14)

Dass L' eine Gruppe ist, siecht man geometrisch: A € L bildet das Innere des Lichtkegels
auf sich ab und die beiden Teilkegel

Vi={€](&€) >0, >0}

bleiben invariant oder werden vertauscht. Entscheidend ist das Vorzeichen sgn (A%), da
A :(1,0) — (A%, Ao, A%, A%)). Somit sind sgn (A%) und det A multiplikativ unter
Gruppenmultiplikation.

Jedes A € L ist das Produkt eines Elements aus Ll mit einer Spiegelung. Wir beschréanken
uns deshalb auf die Diskussion von LL.

1) Rdumliche Drehungen

«[0 0 0 1[0 0 0
0 0

A= gl = A= p = A(R) (5.15)
0 0

mit R € SO(3), wie aus (5.10, 5.14) folgt.

2) Spezielle Lorentz—Transformationen (Boosts) sind charakterisiert durch die Block-
form

a b 0 chy —shy | 0
|l c d | —shx «chy B
A= 0 — A= o | = A(x) (5.16)
0 0 1 0 0 1

fiir ein x € R. Beweis: (5.10) lautet

1 0 [ a c 1 0 a b\ a’?—c* ab—cd
0o -1 /) \b d 0 —1 c d)]  \ab—cd b —d? '

38



Ausa =A% > 1und a® —c? =1 folgt a = ch y,c = —sh x fiir ein y € R. Aus ab—cd =0
folgt (b, d) = A(—sh y, ch x) fiir ein A € R. Schliesslich ist 1 = det A = A(ch?y—sh?y) = \.

Die Boosts bilden eine Untergruppe, und zwar mit dem Multiplikationsgesetz

Alx)A(x2) = Alxa + xz) - (5.17)

Bedeutung der Boosts: & = A(x)z lautet ausgeschrieben

ct = (chy)ct — (shy)z', Pt =2?

T
' = —(shy)ct + (chx)z', ="

)

Ein im neuen Koordinatensystem ruhender Punkt folgt im alten der Bahn

2?23 a2 7? V= (chx) '@ + (thy)et ,
=2
T

2 _ 23— 3

T

x
A(x) transformiert also auf ein neues Inertialsy-
stem, das gegeniiber dem alten achsenparallel ist
und sich gleichférmig und in 1-Richtung bewegt
mit der Relativgeschwindigkeit

21 T
v=c-thy,
womit —c < v < c¢. Mit
1 v/c
Ch — s h =
X V1—=v?/c? X V1—v?/c?
lautet (5.18)
5 t 1/,2
o _wal/c , P
V1—v2/c2 /1 —02/c2
1 (5.18)
~1 vt x =3 _ 3
T == + , =
V1i=0v2/c? /1 —0v%/c?
Schreiben wir dafiir A(v) statt A(x), so lautet (5.17) nun A(vy)A(ve) = A(v) mit
th th
v=c-th(x1+x2) =c X1tthxs _ Uit (5.19)

(Additionsgesetz der Geschwindigkeiten). Im Limes ¢ — oo gehen die Boosts (5.18) iiber
in die Galilei-Transformationen

t=t, =zt —ut, 7 =%, 72 =23
und (5.19) in v = vy + va.

Lésst man den Boosts (5.16) noch eine Drehung (5.15) vorangehen bzw. nachfolgen, so
erhélt man alle A € LL:

Zerlegungssatz. Jede Lorentz—Transformation A € LL ldsst sich schreiben als

A = ARDA)A(R) | (5.20)
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Beweis. Sei y = Ax: Betrachte den Unterraum
M ={z|2"=4"=0}.
Es gibt zwei Falle:

a) dim M = 3. Dann ist M = {2° = 0} = {y° = 0}. M ist also invariant unter A, ebenso
das orthogonale Komplement

M* ={z|z' =2 =2° =0}
im Sinne der Metrik (5.7). Somit hat A die fiir Drehungen typische Blockform (5.15).

b) dim M = 2. Wir wahlen in M zwei orthonormierte Vektoren ey, es. Durch eine passende
Drehung in {z° =0} D M (bzw. in {y° = 0} D M) konnen wir erreichen, dass es, e3 mit
den 2- und 3-Richtungsvektoren in den z— (bzw. y—) Koordinaten iibereinstimmen. Dann
ist M = {2° = 2! = 0} = {y° = y' = 0} unter A punktweise invariant. M+ = {2% =
23 = 0} ist zumindest als Menge invariant. Also hat A die fiir Boosts typische Blockform
(5.16). O

Nachtrag zur Herleitung der Lorentz-Transformationen.

Lemma 1. Sei A : R* — R*, det A # 0. Falls A die Gleichung (€,€) = 1 g€ = 0 invariant
ldsst, dann ist
ATgA =g , a#0.

Beweis. Aus ¢ = :I:|g| folgt (£,£) = 0. Somit muss gelten
0= (Ag, A¢) = ¢ ATgA¢ = B¢

B=BT

3
= (BOO+Bkk)ﬂi2230k’g‘€k+223ik£

3
k=1 k=1 1<k

fiir alle 5 € R3. Da die unterstrichenen Funktionen linear unabhiingig sind, folgt
By, =0, Bor, =0, Bk = —Boo
d.h. B = Byyg und wegen det A # 0 ist By # 0. U

Lemma 2. Sei A : L — R stetig mit A\(-) > 0 und (5.11). Dann ist A = 1.

Beweis. Nach (5.11, 5.20) geniigt es, A(A) = 1 zu zeigen fiir A (i) eine Spiegelung, (ii)
einen Boost, und (iii) eine Drehung.

(i) Aus A? =1 folgt A(A)* =1, also A\(A) = 1.

(ii) Es gilt A(—x) = PA(x)P. Wegen A(P) = 1ist also A\(—x) = A(x). Aus A(—x)A(x) =
1 folgt A(x)* = 1.

(iii) Jede Drehung R € SO(3) ist eine Drehung um eine feste Achse € mit Winkel ¢. Bei
festem € ist R(p1)R(p2) = R(p1 + p2) und R(27m) = 1. Also: A(p1)A(p2) = A(p1 + ¢2)
und A(27) = 1. Sei nun ¢ = 27m/n (m,n ganz). Dann ist A(¢)" = A(27)™ = 1, d.h.
M) = 1. Da X stetig ist, folgt A(¢) = 1 fiir alle ¢. O
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6. Relativistische Elektrodynamik und Mechanik

1. Elektrodynamik

Die Maxwell-Gleichungen erweisen sich als forminvariant unter Lorentz—Transformationen
(Lorentz 1904, Poincaré 1905). Zunéchst festzulegen ist allerdings das Transformationsver-
halten von p, 7, E., B unter Koordinatentransformationen. Am einfachsten geschiet dies
mittels Tensorfelder, s. Anhang C: p, 7 werden als Komponenten eines 4-er Vektors
aufgefasst (4—er Strom)

j* = (ep,7) | (6.1)

E, B hingegen als Komponenten eines antisymmetrischen Tensors (elektromagneti-
scher Feldtensor)

0 FE, E, Py
. —E1 0 —B3 B2 .
F‘W - _E2 33 0 _B1 - _Fuu ) (62)

—bs —By B 0

d.h. E; = Fy;, Bi = —Fi11i12, (i = 1,2,3). Damit ist das Verhalten dieser Felder unter
affinen Koordinatentransformationen z# = A*, x" + a* festgelegt:

7'(7) = j* (@) A
Fl(7) = Fap(2)A, A7

Die Maxwell-Gleichungen lauten in relativistischer Form

Fw/,a + Fau,u + FVO',},L =0 ; (63)
v 1 7
== (6.4)

Die Metrik geht darin ein iiber
FH— B ﬁgua guﬂ
In einem Inertialsystem, d.h. in einem, wo die Metrik die Normalform (5.7) hat, ist

0 —Fy —Ey —Lj
E, 0 —Bs DBy
E2 B3 0 —Bl
Es —By, DB 0

P = = —F,

Man priift nach, dass (6.3, 6.4) mit den Maxwell-Gleichungen auf S. 19 iibereinstimmen:
(1=1,2,3)

Fios+ Fa19+ Fog1 = — (B3 g + Bag + Biy) = —div B,
8B>

Foiiv1 + Fiiv10+ Figi0 = Eiiy1 — Biyoo — Eig1: = (rot E+ TS
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F =B+ Byg + Ez3 =divE ,

. - 10E
F* = —=Eio+ Biyait1 — Bit1iv2 = (YO'G B — - —) :
c Ot /i

Als Tensorgleichungen gelten (6.3, 6.4) in beliebigen affinen Koordinaten, aber nur in Iner-
tialsystemen stimmen sie mit den Maxwell-Gleichungen fiir die durch (6.1, 6.2) definierten
Felder p, 7, E/, B iiberein. Weitere Gleichungen der Elektrodynamik lauten in Tensorform:

e Ladungserhaltung: Aus (6.5) und F* = —F"* folgt

-V v
J',=ct" =0

e Elektromagnetische Potentiale A,,:
F

= Ay, — A

v T Ay

erfiillt die homogene Maxwell-Gleichung (6.3) und ist mit A, = (¢, —A) dquivalent zu
(2.26):

Aip— Aoy = —<% %+6¢)i ;

Aiyoivt — Aigrive = —0i41(A)iys + 0iq2(A)iy1 = —(rot A);

e Fichtransformationen: F),, ist invariant unter
A, — AL — X (6.5)

mit einer beliebigen Funktion x(x). Das sind die Eichtransformationen (2.28).

e Lorenz-Eichung: (2.29) lautet
At =0.

e Wellengleichung: Bei Lorenz-Eichung lautet (2.31)
OA* =

Iz
? .

O ist der Laplace-Operator bezgl. der Metrik (5.7). Die Wellengleichung folgt aus (6.5)

wegen

Fr =0, (0"A” — 0" A") = 0A” — 0"(A* ) .
e Retardiertes Potential: In Inertialsystemen ist

Al(z) = % / d'y Dre( — )" (y) -

Dabei sind d*x, D, (7) Lorentz—invariant (letzteres nur fiir orthochrone Transformatio-
nen). Denn: |det A| = 1 fiir das eine,

Dyet(z) = % §(z#x,)0(z°)
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fiir das andere.
Transformation der Felder

Wir beschrianken uns fortan auf Inertialsysteme und damit auf Lorentz—Transformationen
AH,.

e Diskrete Transformationen (5.13):
— Raumspiegelung P
1) (p(=7,1), =1(=1T,1))
(Z,t)) —
Man sagt, E (bzw. B) transformiere wie ein Vektor (bzw. Pseudovektor).

— Zeitumkehr T
(p(f, t)? T(fu t)) — (—p(f, _t)7 T(f’ _t)) )
(E(Z,t), B(Z,1)) — (~E(Z,~t), B(Z,~t)) .
Eine weitere Symmetrie der Maxwell-Gleichungen ist die Ladungskonjugation C"
(p(Z,1), 7(Z,1))
(E(&,1), B(Z,1))

(6.6)

]

Die Zeitumkehr (6.6) hat den Nachteil, dass sie das Vorzeichen der Ladung wechselt. Man
kann sie aber ersetzen durch ihre Kombination mit C:

T: (p(%,1),7(Z,t) — (p(Z, —t), —7(Z, —1)) ,

) . L S (6.7)
(B(z,1), B@ 1) — (B(T, —t), —B(T, 1)) .

e Boosts (5.16): Fiir diese lautet (6.3)

_ P -7/
g V1—v?/2 T2/’
== il + d =1
V1—=v?/c? 1—0v2/c2 ’
= o = EZ_—l—%U/\é
By =By, L=
1—v?/c
- S - BL—lﬁAE
By =By, Bl = —F———,
1 —v?/c?

wobei || und L die Anteile parallel und senkrecht zu ¥ bezeichnen. Diese Formeln gelten all-
gemein fiir die Transformation auf ein achsenparalleles Inertialsystem, das sich gegeniiber
dem urspriinglichen System mit der Relativgeschwindigkeit v (v = |U| < ¢). Zur Herlei-
tung sei v = (v,0,0) und setze 3 = v/c, v = (1 — 3*)~'/2. Die F* transformieren wie
Produkte z#y” von Vektorkomponenten, z.B.

290 = (=82 + ") (Y’ = By') = 2"y’ + 22 — 8" + 2ty
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also, mit F'* = —F"F
B, —F"
oder 2%y' = 2% - y(y' — ByY), d.h.

=2

By =F ' =~(F? — BF?) = (B; — BE) .

Aus (6.8) ist ersichtlich, dass die Aufspaltung des Feldes in einen elektrischen und ma-
gnetischen Anteil vom Bezugssystem abhéngt. Invariant sind

FE,, =2(B*—E?*,  det(F,,)=(E-B)?.

Somit ist £ - B invariant unter LL (denn LL ist zusammenhéngend). Zusammen mit dem
Verhalten unter P, T ergibt sich

E-Ezﬁ-édetj\,
(Pseudoskalar). Die Aussagen E2 = B2 und E L B (ebene Welle) sind invariant.

2. Relativistische Mechanik

(Einstein 1905) Die Bewegung eines Teilchens ist dargestellt im R* durch seine Weltlinie
z(\) = (2°()\), Z(N\)), wobei A ein beliebiger Kurvenparameter ist, z.B. die Zeitkoordinate:

() = (ct, Z(t)) . (6.8)

Unabhéngig vom Kurvenparameter und Lorentz-invariant ist die Bogenldnge

2) 1/2 (2)
/ d)\(d—x, d—“’) - / ds |
o Ny d "

wobei (-,-) das Skalarprodukt zur Metrik (5.7) ist. Die Bogenlidnge s ist charakterisiert
durch

dz dx 2’ ()
—, — =1 6.9

<ds’ ds) ’ (6.9)
P

ds® = (dz, dx) = g,,, da" dz" .
Sie ist somit bis auf Transformationen s’ = As +
a (A = £1, a € R) ecindeutig. Statt s beniitzen wir
die Eigenzeit 7 = s/c. Aus (6.8) folgt dann mit v =
dz/dt
ds® = (¢ —v?) dt* |

dr =dt - /1 —v2/c%. (6.10) /(1)

8y
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— Der Name Eigenzeit rithrt davon her, dass dr = dt im Ruhesystem des Teilchens (ein
Inertialsystem, in dem das Teilchen momentan die Geschwindigkeit Null hat).

— Wir haben v < ¢ vorausgesetzt. Geometrisch bedeutet dies, dass die Weltlinie innerhalb
des Lichtkegels durch jeden ihrer Punkte verlduft. Diese Bedingung ist mit der Bewe-
gungsgleichung vertriglich (siehe spéter): gilt sie zu einer Zeit, so zu allen.

— Durch die Wahl der positiven Wurzel in (6.10) hat dr stets das Vorzeichen von dt.
Deshalb ist d7 ein Pseudoskalar unter Lorentz—Transformationen,

d7 = sgn(A%o)dr .
Wir bilden die Pseudovektoren (bzgl. Zeitumkehr)

_dx
Cdr
p=mu (4—er Impuls) .

u (4—er Geschwindigkeit) ,

Hier ist m > 0 die (Lorentz—invariante) Masse des Teilchens. Aus (6.9) folgt
(w,u) =c*,  (p,p) =m’c (6.11)

In Komponenten ist

u 1 ) m

= =
V1—v?/c? (9) b V1—=v?/c?

wobei stets p® > 0 ist. Der 4-er Impuls liegt auf einem durch

m bestimmten ‘Massenhyperboloid’ im R*: (p°)?—p? = m?c?. 7

Wir betrachten nun ein Teilchen (Masse m, Ladung e) in einem &dusseren elektromagneti-
schen Feld. Seine Bewegungsgleichung im Ruhesystem (¢ = 0) soll die nichtrelativistische
sein:

(¢, ),

mi = e E(Z,1) . (6.12)

Um die Bewegungsgleichung in einem beliebigen Inertialsystem zu finden, geniigt es eine
Lorentz—invariante Gleichung anzugeben, die fiir v = 0 mit (6.12) tibereinstimmt. Diese
ist

dp* e
= pw "
dr me (z)p
Sie schreibt sich namlich als
c
1 d m (%1 o
V1—v2/c2dt \J1 —v2/c2 | V2
U3
0 —E1 —E2 —E3 C
i E, 0 —Bs By m —U1
mc E'Q Bg 0 —Bl /1 — 02/02 —V2 ’
E3 —B2 Bl 0 —7U3



(6.13)

also als
d o d mc? .o
—p =————==¢F -0
dt dtw/l—UQ/CQ ’
d d mu T
e =———  _ _ —e¢|E+=-AB 6.14
LTy ey e( + - ) (6.14)
Fiir v = 0 reduziert sich (6.14) auf (6.12) und (6.13) ist trivial. Im allgemeinen folgt (6.13)
aus (6.14): Nach (6.11) ist (p,dp/dt) = 0 und somit
dp® 7l - - U
Oi 7 p:eE.ﬁ:per~2,
c

at ~Pat
Rechts in der relativistischen Bewegungsgleichung (6.14) steht die Lorentz-Kraft (2.20),

rechts in (6.13) deren Leistung. Also ist
mc?

0
cp = ———
b V1—=v?/c?

als relativistische kinetische Energie aufzufassen. Die Leistung (6.13) ist {iber ein end-
liches Zeitintervall beschriankt, falls F es ist; dann ist es auch c¢p”, womit das Teilchen

v = ¢ nicht erreichen kann. Fiir v < ¢ ist
2 1
:m02+—m112+... :

mc
2

V1—v?/c?
%va ist die nichtrelativistische kinetische Energie, mc? heisst die Ruheenergie des

Teilchens. Sie spielt eine Rolle bei Stossprozessen. Dort ist der Gesamtimpuls P* erhalten,
dafiir die Gesamtmasse nicht mehr! Beispiel: symmetrischer Zerfall:
P* = (Me,0)

() i
o—= S i-ege

2m = My/1 —v?/c2 < M .

(2me, 0)

vorher:

nacher: C
—U

Somit ist
Lagrange—Funktion. Die Bewegungsgleichung (6.14) ist die Euler-Lagrange Gleichung
zur Lagrange—Funktion

L(Z,v,t) = —mc*y/1 — v2/c? —e<<p—2~ff> , (6.15)
N ~~ 7 C
—ch—l—mT”Q—s—...

die fiir v < ¢ in die nichtrelativistische Lagrange-Funktion {ibergeht (bis auf die hier

unwesentliche Konstante —mc?). In der Tat:
oL muy e
— =+ - A k ischer I 1
90, m + - A (kanonischer Impuls) ,
d OL d muy +6<8Ak+A )
- = — v
dt Gvk dt 1/1—1}2/02 c\ Ot RIEL)
oL e
a— = —€Pk + - A”{Ul .
T C
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Die Euler-Lagrange Gleichung (d/dt)(OL/0vy) — (0L/0x)) = 0 lautet deshalb

d mu 1 6Ak> e

—_——— = — _ " Z(A.— A

i g P ) e B A,
B, (TAB),

was mit (6.14) iibereinstimmt. Die Lagrange-Funktion (6.15) ist selbst nicht Lorentz—
invariant, wohl aber

L 5 €
Ldt = ————=dr = —<mc + E(U,A))dT.

Das Hamiltonsche Variationsprinzip fiir die Weltlinie des
Teilchens hat somit die invariante Form

5 et € ) =0

1) c

bei Variationen mit festen Endpunkten im R?.

81

L ist auch nicht eichinvariant: unter einer Eichtransformation (6.5) &ndert sich L um ein
totales Differential 5 p
eroxX | - & € ax
L —L+° (— Rv ) 4o
T c\ ot TUVX - c dt

wodurch die Bewegungsgleichung unveriandert bleibt.

47



7. Erhaltungssitze

1. Ladung

Die Stromdichte j#(z) soll in raumartige Richtungen (d.h. ausserhalb des Lichtkegels)
hinreichend rasch abfallen. Dann ist in jedem Inertialsystem die Gesamtladung

1 1
Q= [ daie) = [aer@os)

endlich. Dabei ist 0(s) = 1 fiir s > 0 und = 0 fiir s < 0. Wir zeigen: unter inhomogenen
Lorentz—Transformationen T = Az + a ist

Q=Q, (7.1)

d.h. @ ist ein Skalar. Spezialfall: Ladungserhaltung, d.h. Invarianz von () unter Zeitver-
schiebungen. Beweis: wegen |det A| =1 ist

Q-: [dmr@a06) - [derwoa) .

Y F(z) :=0(2") — 0(2°) .
z° =0 Da j#(z)F(x) in allen Richtungen verschwin-
supp F', falls A% > 1 det, folgt
= 1
D=0 Q-G [ i @)F, @
1
_ _E/Cm- J* (2) Fz) = 0

Fiir die Zeitumkehr ist nach (6.7) ebenfalls Q = Q.

2. Energie und Impuls

Der Energie—-Impulstensor ist definiert durch
[V 2 nlT) ov 1 ap v
™ =F", F _ZFPUF g .
Er ist homogen vom Grad 2 in den Feldstéirken, symmetrisch und spurlos. Aus den

Maxwell-Gleichungen (6.3, 6.4) folgt der Energie-Impulssatz:

1
T, = —F"j, = —f". (7.2)

Beweis:
(FMUFUV),V = Fuo  F7" + Fo B,
—_——  N——

G, H,
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1

(6.3):  Gu=—(Fppp+ Fupo)F? = Fyo F7 — F ,F" = =

v, Z(FWFUV),# - Gu )

1 ov
Gu - Z(FWF ),u
1 -
(64): H,= T pol
Es folgt Tu”’y =G, +H,—-G,=—f.

Durch E , é, p, 1 ausgedriickt lauten diese Tensoren

F#UFUV: _E _" E/\B )
—~E N B | E;Ey, + BBy — B3y,

L(E? 4+ B2 EANB
g _ (3B | En , (7.3)
AB B, By,

HE? + B%)6y, — BBy —
AB) . (7.4)

Einige Komponenten sind schon bekannt, vgl. (2.25, 2.20). Durch (7.3, 7.4) ist ihr Trans-
formationsverhalten bestimmt. Integriert iiber V' C R? lautet (7.2)

d
d3 T“O / T doy, — / Pz 7.5
pr ; Z ; (7.5)

V k=1

Der letzte Term ist nach (6.13, 6.14), oder (2.20), der pro Zeiteinheit vom Feld auf die
Ladungen in V iibertragene 4-er Impuls. Deshalb nennt man:

1
=T Impulsdichte des Feldes (u—Komponente),
c

3
Z T doy, Impulsstrom durch déd (p—Komponente).
k=1

Dann driickt (7.5) die Erhaltung des gesamten 4—er Impulses von Feld und Materie aus.
Fiir 4 = 0 ist dies der Energiesatz (2.24). Die Raumkomponenten sind

d [, 1 ,
pr dng-——/avTikdok—/dxfi, (7.6)

—

wobei wir in solchen 3-dimensionalen Formeln alle Indizes unten schreiben. S = ¢(E A B)
ist der Poynting—Vektor.

Freies Feld. Aus
™ ,=0

folgt wie im Falle der Ladungserhaltung, dass sich der gesamte Feldimpuls

1

Pt = / - d*x TH () (7.7)
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unter Lorentz-Transformationen geméss
P = sgn (AOO)A“aPa

transformiert: fiir jeden festen 4-er Vektor a, ist j¥ = a,T"" ein divergenzfreies Vektor-
feld, d.h. ¥, = 0, also a, P* = (1/c) [ ,_, d*z j°(x) ein Pseudoskalar nach (7.1) (“pseudo”
beziiglich Zeitumkehr). Insbesondere ist P* invariant unter Zeitverschiebung: Tmpulser-
haltung.

Damit (7.7) endlich ist, muss F),, (x) in raumartigen Richtungen geniigend rasch abfallen.
Fiir eine ebene Welle trifft dies nicht zu. Deren rdumliche Impulsdichte ist

EANB =

SN

1 1 — —
. §(E2 +B%)¢e,

wegen (3.2). Fiir eine annéhernd ebene, aber endlich ausgedehnte Welle ist daher
(P,P)=(P") - P*~0,

was nach (6.11) einem Teilchen der Masse Null entspricht.

Statische Felder. Dann lautet (7.6)
F; = / fid’z = / (—Tix) doy
v oV S~
=0

(o4: Maxwell-Spannungstensor), d.h. man kann die Kraft F auf eine Strom— und La-
dungsverteilung berechnen aus der Kenntnis des Feldes auf einer umschliessenden Fliche
JV. Anwendungen:

— Die resultierende Kraft einer statischen Strom- und Ladungsverteilung verschwindet:
auf 9V ist E, B = O(1/r?), also o; = O(1/r*) und daher

ov

Fo=1lm [ oydoy=0. (7.8)

r—% Jay

— “Actio = reactio” zwischen statischen Verteilungen ‘1’ und ‘2’. Nach (7.8) ist

FO4LF® —F=9.

— Beispiel: Kraft pro Flacheneinheit auf einen Supraleiter (schraffiert) in einem statischen
Feld
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T2, T3

E_]|, B stetig an der Grenzfliche, vgl. (1.17, 2.16).

T

sofiestl

I
oo

Somit ist im Ausseren

1 1= 1 E*—B*|0
v = (BB, — ~E*5; BBy, — =B*y) = — :

Tik (zk: 5 zk)+(zk 5 k) 2( 0 *)

Auf das Flachenelement 77 = (1,0,0) wirkt daher die Kraft F; = oy,ng, d.h.
S

F=3 (E* — B*) 7.
7 T
Zug Druck

3. Drehimpuls

Der Drehimpuls eines Teilchens ist gegeben durch
LM = at'p” —ap

einem antisymmetrischen Pseudotensor unter (homogenen) Lorentz-Transformationen.
Firi:=1,2,3 ist A
L = (p°7 — ctp); , L2 = (FAp); . (7.9)
Wegen dz/dt || p folgt der Drehimpulssatz
dLm L dp” L ap”

dt at " dt
(Drehmoment). Fiir das elektromagnetische Feld definiert man den Drehimpulstensor

01 = gt T — VTR
Aus (7.2) und T* = T"* folgt der Drehimpulssatz
97, =~ =2 )

oder integriert iiber V' C R3

d
d3 9“”0 — / 0"k do,  — / Pt fr — zv fr 7.10
G »> [ ) @)

V k=1

Der letzte Term ist das Drehmoment des Feldes auf die Strom— und Ladungsverteilung in
V. Deshalb ist zu definieren:

1
— g0 Drehimpulsdichte des Feldes (ur—Komponente),
c

3
Z OH doy, Drehimpulsstrom durch do' (uv—Komponente).
k=1
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Ausgeschrieben (i = 1,2, 3), vgl. (7.9), ist

1. 1 1 ... S
—0" = Z(uzZ — t5). g0 — <“/\—> . 7.11
c c(mj ﬂ)“ c r 2); ( )
Freies Feld. Aus
0", =0
folgt wieder, dass sich der Gesamtdrehimpuls
v 1 3 0
L = - d’x 0" (x)
C Jz0—0

unter Lorentz—Transformationen 7 = Az geméiss
" = sgn (AOO)A“QA”[;Lo‘ﬁ

transformiert. Aus (7.10) mit V' = R? folgt dL*”/dt = 0: Drehimpulserhaltung. Fiir v = 0
ist dies die Aussage

C

P dexfu tP n "
=4 ——— = ct— + cons
o [ dzu PO ’

1 _
- (/ dx uf) — c¢tP = const |,

d.h. der Energieschwerpunkt Xg des fﬁreien Feldes bewegt sich auﬁ einer Tragheitsbahn
mit konstanter Geschwindigkeit ¢ = ¢P/P°. Aus |E||B| < 3(E* + B?) folgt v < ¢,

Statische Felder. Die Raum-Raum-Komponenten von (7.10) lauten

/ Pa(rif; —xifi) = / doy(z;05 — xj04)
v oV

oder

/d%(fAf):/ ZAdT
v oV

wobei do; = 0;do; die durch den Spannungstensor auf das Fldchenelement do ausgeiibte
Kraft ist. Auch zur Berechnung des Drehmoments auf eine Strom— und Ladungsverteilung
geniigt also die Kenntnis des Feldes auf einer umschliessenden Flache V. In der in (7.8)
betrachteten Situation ist
B3 (A F) — 1 = 2
/d:z:(:z:/\)—hm Z N dd, =0.

r= Jay

o(r) O(~%)
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8. Elektrodynamik materieller Medien

1. Die mittleren Felder in Materie

Manche elektromagnetische Erscheinung spielt sich auf Langenskalen ab, die gross sind
gegeniiber typischen atomaren Abmessungen (~ 1 A) (Beispiel: Fortpflanzung des Lichts
in Materie; gegenteiliges Beispiel: Rontgenstreuung an Kristallen). Fiir solche Fille ist
eine Beschreibung gesucht, die von der mikroskopischen Struktur der Materie absieht,
bzw. sich nur mit rdumlichen Mittelwerten (itber > 100 A) befasst.

Das Modell: Die Stromdichte in Materie hat die Form

7M@) =) (@) ; Jw" ,=0.
(a)

Hier ist j(,) die Stromdichte eines Atoms”a (auch: Ion, Elektron, ...), die stets in einer
Umgebung atomarer Grossenordnung um dessen Mittelpunkt 7, (¢) konzentriert ist.

Mittlere Felder: Fiir jede Feldkomponente f ist ein rdumlicher Mittelwert {iber viele
Atome durch

f@.0 = [ dyg@- s
gegeben, wobei g eine Gewichtsfunktion der folgenden Art ist:

gA

/ AW

>

[drg(@) =1

viele Atomabstéinde
Die gemittelten Grossen sind dann glatte Funktionen. Da die Mittelbildung linear ist,
gelten die Maxwell-Gleichungen unverdndert fiir die mittleren Felder E , B D, 7
Multipolentwicklung der mittleren Stromdichte: Wir betrachten vorerst den Beitrag

eines einzelnen, momentan ruhenden Atoms an der Stelle 7 (7(¢f) = 0). Dann erstreckt
sich das Integral

P(x) = / &y g(& — 7 — P + §.1)

—

nur iiber ein Gebiet |y] < Atomdurchmesser, wo ¢(Z — 7 — ¢) in guter Ndherung nach ¢
linearisiert werden darf:

9@ =7 —9) =g(@ —7) — gu(d = 7) - yx
(Summe iiber k£ = 1,2,3). Dies ergibt

7'(x) = g(Z = P)a(t) — gu(& — F)a"(t) , (8.1)
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mit den atomaren Multipolmomenten beziiglich 7

1
—a’ = /d3yp(F+§7t) =c

(Ladung)

(elektrisches Dipolmoment)

al = /dgy wW(r+y,t) = pi(t) (8.2)
a = /d3y yr (7 + 4, 1)
bzw.
1 1 . .
5(61”“ —a™) = §/d3y(yz+1 i = Yrig) (8.3)
= —Ccmyio (magnetisches Dipolmoment)
1 1.
Lat a1y, (5.4

Ty, = 3/d3y yiykp(F' + 9, 1) -
(Zu (8.2, 8.4) siehe die Umformungen auf den Seiten 31, 32). Man findet dann

1
3u7“(33) =4, a’ ,/C - gik(d%/c - Clk) - g,kzalk = —5 g,kl(alk + @kl) ) (8-5)

=0 -0

d.h. in der Nédherung (8.1) ist die Kontinuitétsgleichung verletzt, wegen (8.4) allerdings
nur in der Ordnung O(y?), die wir vernachlissigt haben. In dieser Approximation kénnen
wir sie wiederherstellen, indem wir a'* durch den antisymmetrischen Teil (8.3) ersetzen.
Dann verschwindet (8.5), und (8.1) lautet:

P=9G-€— GkPk,

U=9g-D— Gi+1- (—sz+2) — gi+42 - CMyy1,

also
p(Z,t) = g(Z — e — div (9(& — M)p(?)) ,

1) = gl@ — F(E) + crot (o7 — FY(1).

Dies entspricht den mittleren Feldern unter Ersetzung des Atoms durch ein (ebenfalls
ruhendes) Punktteilchen

p(E,t) = 6(T — e — div (§(F — F)p(t)) ,

0T t) = %5(5 — P)p(t) + crot (8(Z — 7)mi(t)) , (8.6)
charakterisiert durch seine Ladung und Dipolmomente.
Fiir Materie aus ruhenden Atomen ergibt sich so insgesamt:
PT, 1) = pu(T) = div P(i.1)
Uz, t) = %(f, t) + crot M(Z,1) &7
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mit den Feldern

pr(Z) = Z (T — T(a))e(a) (Leitungsladungsdichte)
(a)
P(Z,t) = Z (% = 7(a))D(a)(t) (elektrische Polarisation) (8.8)
(a)
M(Z,t) = Z 9(T — Ta)) M) (1) (magnetische Polarisation) .

Die Verallgemeinerung von (8.6) fiir bewegte Atome erhalten wir durch Umschreibung auf
eine manifest kovariante Form:

jH(x) = c/eu“(7)5(4) (x —z(7))dT + CQai /p“”(7)6(4)(:c — x(7))dT, (8.9)
xl/
wobei 7: Eigenzeit, u*: 4er-Geschwindigkeit, p*’: Tensor, mit Komponenten (¢ = dZ/dt)

0O —pr —p2 —p3

puy — 1 Y41 0 mg3 —Mmy
V1—0v2/c2 | P2 —m3 0 my '
ps mg  —My 0

die im Ruhesystem die bereits erkliarte Bedeutung haben und in anderen durch p*”
definiert sind. Um dies mit (8.6) zu vergleichen, beachte, dass

c / F)3 (@ = a(r))dr = 1=/ f(O(F —710)),

denn
c/ F(r)oW (et — 2°(1))dr = /1 —v2/c? - c/f(T(t’))é(ct —ct)dt' .
1 (©)=1(0)
Also:
p(Z,t) = ed(& —7(t)) + divé(xd — r(t))p(t),
0 (8.10)
W@, t) = evd (X —7(t)) + Eé(f — 7(t))p(t) + crot (6(z — 7(¢))m(t)),
was fiir ¥ = 0 mit (8.6) iibereinstimmt. Da p*” ein Tensor ist, transformieren
P = —m2 wie E,g
Vimg i-i
Mit (6.8) (mit Parameter —v) findet man
L0 573 () B A
= ||(0) 1—wv?/c?, pL:pio)"‘E/\m(o), (8.11)

m| :m”()\/l—v2/c2, mL:m(L)—E/\p(O),
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wo 7@, m(© die Dipolmomente im Ruhesystem sind und ||, L die Anteile parallel und
senkrecht zu ¢ bezeichnen. Fiir v < ¢ reduziert sich (8.11) auf

— —;

0) _

—

F=70 + LAmO@ 5= 7(0)
C

AD

Fiir Materie aus bewegten Atomen ergénzt sich (8.7), wegen (8.10), zu

3 ap’ oo (8.12)

Dabei sind py, P, M wieder durch (8.8) gegeben, wobei die gemiss (8.11) berechneten
Dipolmomente einzusetzen sind. Hierzu kommt die Leitungsstromdichte (#*): Geschwin-

digkeit des Atoms a)
}:gf 7)) e DT .

2. Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen

Mit E , B , p, ¥ bezeichnen wir jetzt die mittleren Felder, welche immer noch die Maxwell-
Gleichungen erfiillen. Mit dem Ausdruck (8.12) fiir p, 7' lauten sie

~ . 10B
divB =0 tE4+-——=0 8.13
v , rot £ + Y ) ( )
= . 10D 1
divD = tH— ——=— 8.14
v PL o c Ot c’ (8.14)
wobei wir S S
D=FE+P, H=B-M (8.15)
definiert haben. Als Konsequenz gilt die Kontinuitétsgleichung
0
é%+dvq:0 (8.16)
Bezeichnung:
E = elektrisches Feld; B= magnetische Induktion.

D = elektrische Verschiebung; H= magnetisches Feld.

Ein geschlossenes System von Feldglelchungen entsteht erst dann, wenn sich die Pola-
risationen P M sowie 17, durch die Felder E und B ausdriicken lassen. Dazu dienen
phénomenologische Verkniipfungsgleichungen, im einfachsten Fall:

D=cE (e: Dielektrizitatskonstante) (8.17)
B=puH (u: magnetische Permeabilitét)
i, =0F (0: elektrische Leitfahigkeit)

Letzteres ist das Ohm’sche Gesetz. In dieser Form sind die Zusammenhénge linear, iso-
trop, lokal und instantan. Die Konstanten e, p, o sind Materialgrossen und héngen von
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Zustandsparametern der Materie wie Druck und Temperatur ab. In anisotropen Medien,
wie in gewissen Kristallen, tritt

anstelle von (17) (— Doppelbrechung) und analog fiir p, 0. Allenfalls kénnen diese
Gleichungen auch die Abweichungen der Felder um konstante Felder Ejy, By herum be-
schreiben; letztere Felder bewirken eine Anisotropie:

Eik = 5ik(EO) (— Kerr-Effekt)
e = el Bo) (— Faraday-Effekt)
oir = oik( ﬁo) (— Hall-Effekt) .

Die Zusammenhénge kénnen auch nicht lokal sein (— Drehung der Polarisation des Lichtes
durch chirale Medien) oder nicht instantan (— Dispersion; Brechung hiangt von Lichtfre-
quenz ab). Sie konnen auch nicht linear sein (z.B. Ferromagnete).

Eine Herleitung der Verkniipfungsgleichungen erfordert ein Modell der Materie; gute Re-
sultate liefert die Quantenmechanik.

3. Dispersion

Fiir rasch verdnderliche Felder sind die Verkniipfungen (8.17) nicht instantan. Wir for-
mulieren dies am Beispiel der elektrischen Polarisation P(t) an einer festen Stelle & und
lassen Vektorpfeile weg. Der Zusammenhang zwischen P(t) und E(t) ist

Pt) = / \(t — $)E(s)ds. (8.19)

Die Funktion x(t) = (t) — 1 (elektrische Suszeptibilitét, vgl. (8.15)) beschreibt die Po-
larisierbarkeit des Mediums. Man nennt sie auch ,,Stossantwort®, denn fiir die Anregung
E(t) = d(t) (Stoss bei t = 0) ist P(t) = x(t). Die Kausalitéit verlangt, dass vor dem
Stoss P(t) = 0 ist, d.h. x(¢) = 0 fiir ¢ < 0. Ein typischer Verlauf von x(¢) féllt fiir grosse
t rasch ab und ist etwa:

X
N Tt
Wir nehmen an -
/ X (t)]dt < oo (8.20)
0
Wir beniitzen nun die Fouriertransformation in der Form
~ . 1 o .
f = [aswe. 10 = o [aofwe. (8.21)
T
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Insbesondere ist im statischen Fall
P= (/ X(t)dt) B =R(0)E

(x(0): statische Suszeptibilitdt) und im allgemeinen

P() = 5- [ dwit) [ dse 9B = o [ do i) Be)e ™,

2

also
P(w) = {(w)E(w) :

die Faltung (8.19) geht unter Fouriertransformation in ein Produkt iiber. Man kann y(w)
als Frequenzabhiingige Suszeptibilitit auffassen: Fiir die Anregung E(t) = Fe “! ist
P(t) = Y(w)Fe ™t Im Unterschied zur statischen Suszeptibilitit ist y(w) nicht mehr
reell. Sonst wiirde aus (8.21) némlich folgen

(=0 = 5= [ dogwpe =x@ = x0),

was im Widerspruch zur Kausalitit steht, ausser im Fall x(¢) = x - (¢) eines instantanten
Zusammenhangs.

Eigenschaften von y(w):
i) X(w) ist analytisch in w in der Halbebene Imw > 0.

A

ii) Y(w) ist stetig und beschrankt in Imw > 0, und y(w) — 0 fiir |w| — oo (in Imw > 0).

~ ~

iii) X (w) = X(—).

Beweis. Analytizitdt und Beschranktheit von x(w) folgen aus der Kausalitit und aus
(8.20) wegen

[e'S)
X(w) _ / dt X(t)eiwt 7 |eiwt| _ e—Imw-t )
0

Die Stetigkeit in der abgeschlossenen Halbebene Imw > 0 und das Verschwinden fiir

lw| — oo folgen aus dem Riemann-Lebesgue Lemma. Eigenschaft (iii) bringt x(t) = x(t)
zum Ausdruck. O

Die Funktionen Re y(w) und Im y(w), (w > 0) bestimmen sich gegenseitig:

Dispersionsrelationen (Kramers-Kronig): Fiir w > 0 ist

. —2w * Re x(w)

2 o0 /I s /
Re (w) = —P/ WIm)
0

T w/2 _ w2

(8.22)

Dabei ist P [ -+ der Hauptwert des singuléiren Integrals:

0o w—10 00
P/ du/...-lim(/ dw’-~+/ dw’.--).
0 510 \Jo w+é
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Beweis. Wir stellen x(w + ie) dar durch die Cauchy-Integralformel

1 ~ /
)A((w—i-ie):—_/—)((w) — dw' .
r

271 Jp W' — (w +ie)

Im Limes € | 0 wird der Integrand singuldr bei
w' = w. Der Einfachheit halber habe y(w') eine

Im o’

analytische Fortsetzung um w herum, so dass I
iiber einen kleinen Halbkreis vom Radius ¢ um w in T
die untere Halbebene umgeleitet und € = 0 gesetzt
werden kann. Im Limes R — oo tragt der grosse w+ie
Halbkreis wegen (ii) nicht zum Integral bei. Fiir § | . ,
0 nimmt das Integral iiber den kleinen Halbkreis —R ~2IR T Rew
den Wert irx(w) an. Somit ist

) Lo [ xW)

X(w) = = P/Oo . dw’ . (8.23)

(Anstelle der vereinfachenden Annahme geniigt es, dass x(w) Holder-stetig in w € R ist,
dh. [Y(w) = X(W)] < cjw — |7 fiir ein y > 0. Dies gilt, falls [~ dt(1 4 )7|x(¢)| < oo.)
Die Gleichungen (8.22) folgen nun daraus, indem man Real- und Imaginérteil von (8.23)
bildet und (iii) beniitzt, d.h. Re x(—w’) = Rex(w’') und Im x(—w’) = —Im x(w’) fiir
w" € R. Damit ldsst sich das Integral auf das Intervall auf 0 < w’ < oo umschreiben. O

Nebst der Kausalitét spielt auch Dissipativitét eine Rolle: Jede Polarisierung braucht
Arbeit W > 0. Mit i(t) = P(t) (vgl.(8.12)) ist diese

W = /th /th(t)P(t) >0 (8.24)
(ausser fiir F' = const ). Die Konsequenzen sind
iv) x(0) > 0.
v) Im x(w) > 0 fiir w > 0.

vi) x(w) ist in Imw > 0 nirgends reell ausser auf der imaginéren Achse. Dort nimmt y(w)
monoton ab von x(0) > 0 zu x(icc) = 0.

Beweis. iv) Fiir E(t) = 0(t) ist nach (8.19)

P = [xtt-9yds= [ ey,

also P(t) = x(t) und W = [ dtx(t) = %(0).
v) Mit i(w) = —iwP(w) = —iwy(w)E(w) und Parseval folgt

i [ ~ 1

W=-—— [ dowy(w)|EWw)?= —/OOO dwwIm {(w) - [E(w)],

21 J_ s

da Re{(w) und |E(w)|?* gerade sind. Da E(w), (w # 0) beliebig ist, folgt aus (8.24)
Im x(w) > 0 fir w > 0.
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vi) Das Bild der Contour I' (s. Seite 59) unter y ist im Limes R — oo

wobei x(I') die reelle Achse wegen (v) nur bei x(0) und x(co) = 0 schneidet. Die Anzahl
a-Stellen in Imw > 0 ist nach dem Argumentprinzip

Y

1 V(W 1 dx {1 fiir a € (0, ¢(0)]

— de— = — = =
2mi Jr X(w)—a 27 Sy X —a 0 sonst

wobei die letzte Gleichung fiir a reell gilt. Ein w mit Rew # 0 kann keine a-Stelle sein,
da sonst wegen (iii) auch —@ # w eine wire. Auf der imaginédren Achse kommt der Wert
a € (0,x(0)] ganau einmal vor: Monotonie. 0

4. Wellen im Dielektrikum

Homogenes Dielektrikum. Materielles Medium mit p = 1, ¢ = é(w) = 1 + x(w),
unabhéngig von Z; pr, = 0, 77, = 0. Wir definieren den Brechungsindex n(w) durch

n(w) = Vé(w) , Ren(w) >0 (8.25)

(d.h. y/z ist der fir z € C\ (—o0,0] definierte Zweig der Wurzel). Wegen (vi) ist n(w)
stetig in Imw > 0 und analytisch in Imw > 0. Zudem gilt

Imn(w) <0 fir Rews0. (8.26)

Beachte, dass n(w)—1 ebenfalls (i-iii) erfiillt, und somit auch die Kramers-Kronig-Formeln
(8.22).

Die fouriertransformierten Felder £ (Z,w), B (Z,w) erfiillen die Maxwell-Gleichungen (8.13,

8.14) in der Form
- - lw

divE =0, rot E— —B =0,

divB=0, rotB+ lﬂe(w)ﬁ =
c

e}
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Man findet wieder die Wellengleichung
(A+K)E=(A+k)B=0

mit

n(w)e (8.27)

mit |e] = 1, oder genauer

—

Eo ei(E-ffwt) _ Eoei(%Ren(w)e”-ffwt) o~ SImn(w)ed

Dies beschreibt eine in Richtung é fortschreitende und exponentiell gedampfte Welle: Die
Wellenldnge ist bestimmt durch Ren(w), die Ddmpfung (Absorption) durch Imn(w). Die
Gleichungen (8.27) verlangen zusitzlich

Ey-é=0, B=nW)erE. (8.28)

Wir wollen nun zeigen, dass die Analytizitéitseigenschaften von n(w) bedingen, dass die
Ausbreitungsgeschwindigkeit des Feldes < ¢ ist. Dies obschon es Frequenzbereiche
geben kann, wo die Phasengeschwindigkeit w/Re k = ¢/Ren(w), ja sogar die Gruppenge-
schwindigkeit dw/d(Re k), grosser als ¢ sind. Wir diskutieren den Fall eines Wellenpakets
mit Fortpflanzungsrichtung € = (1,0,0):

o0

E(x,t) = %/ Aw)elFz=D |

—00

Aw) = / B0, t)e“'dt, k= Zn(w)
_ C

[e.o]

Behauptung: Sei £ (0,t) =0 fiir t < 0 (d.h.: Das Wellenpaket erreicht x = 0 frithestens
zur Zeit t = 0). Dann gilt fiir z > 0, dass

Bz, t)=0 fir t<=.
&

Beweis. Wir wollen annehmen, dass C' = [ |E(0, t)|2dt endlich sei. Wegen der Vorausset-
zung ist A(w) analytisch in Imw > 0 (vgl. Eigenschaft (i) von {); mit Parseval ist

/ |A(p + i0)[?dp = 27 / |E(0,t)e 7 2dt < 27C (8.29)

o0 —00

fiir alle o > 0. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jede Testfunktion ¢(¢) mit supp ¢ C [0, 00)
und fiir jedes € > 0 gilt

27r/dt¢(§ —t—2¢)E(x,) = 0. (8.30)
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Beachte, dass ¢(w) ebenfalls analytisch in Imw > 0 ist mit

sup/ |@(p+i0)dp < o . (8.31)

0'20 —00

Nach Parseval ist (8.30) gleich

/dw e (E2)5(—w) - A(w)e® = /dw A(w)p(w)elr=De+2e] (8.32)

Dabei gilt in Imw >0
< e—Imw(n—l)%

)

Im [w(n(w) — 1)] = Imw (Ren(w) — 1) + Rew - Imn(w) .

N

Vv vV
—0 >0 nach (25)
|w|—o0

Wegen x > 0 gilt fiir geniigend grosses |w|

|eiw[(n—1)%+2€]’ < e+Imw~ee—Imw-26 )

Somit kann man in (8.32) den reellen Integrationsweg beliebig weit parallel nach Im
w = o > 0 verschieben. Dort ist das Integral

<o / dplA(p +i0)||6(p + i0)]

[e.9]

wobei letzteres Integral nach (8.29, 8.31) und der Schwarzschen Ungleichung beschrinkt
ist in 0. Die Behauptung folgt im Limes 0 — oc. O

Erhaltungssitze. Wie bemerkt, folgt die Kontinuitdtsgleichung (8.16) aus den makro-
skopischen Maxwell-Gleichungen (8.13, 8.14). Die Erhaltungssétze fiir Energie, Impuls
und Drehimpuls lassen sich grundsétzlich nicht durch die mittleren Felder ausdriicken, da
diese Erhaltungsgrdssen als das Produkt zweier Felder gegeben sind und der Mittelwert
des Produkts nicht das Produkt der Mittelwerte ist. Dennoch gibt es ein Analogon zum
Energiesatz (2.24). Definieren wir ndmlich den Poynting Vektor neu als

S=cEnH, (8.33)
so folgt aus den Maxwell-Gleichungen

i-S0 B0 +divS i B =0,
(-5 + Er) + v S+
Der erste Term lasst sich aber nur unter sehr speziellen Bedingungen als zeitliche Ableitung
einer Energiedichte schreiben. Falls D und FE, bzw. B und H durch (8.18) instantan

verkniipft sind und

€ik = €ki » Mike = ki
gilt, so ist
_0B 0D 0u 1 2 = = =
H_ E— = — — — H . B E * D .
o TP T v i )

Die entsprechende Energie [wd®z ist dann in nicht leitenden Medien (o, = 0) erhalten.
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Randbedingungen. An Grenzflichen zwischen zwei Medien sind die Felder E , 5, B , H
im allgemeinen unstetig. Mit || und L bezeichnen wir die Komponenten parallel und
senkrecht zur Grenzflache F'. Stetig sind nach (8.13)

B, und E| (8.34)
immer, sowie nach (8.14) auch
DL und H”, (835)

falls F' keine flichenhaften Leitungsladungen bzw. -strome tragt. Der Beweis ist analog zu
denen von (1.16, 1.17, 2.16). Stetig ist dann auch die Normalkomponente des Poynting-
Vektors . . .

S, = C<EH N H”) . (836)

In diesem Sinn ist (8.33) eine verniinftige Fortsetzung der Energiestromdichte vom Vaku-
um ins Innere eines materiellen Mediums.
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9. Anwendungen der makroskopischen Maxwell-Gleich-
ungen

1. Reflexion und Brechung

Homogenes Dielektrikum: € reell (oder Im e(w) vernachléssigbar), 4 = 1, o = 0. Losungen
der Feldgleichungen (8.27) sind die monochromatischen ebenen Wellen (8.27, 8.28) der
Fortpflanzungsrichtung €

5 i(kF—wt -
Eoe( ) :

néANE(Zt), k=n

=,
81
8|

(
(

1)
t)

e=0

(9.1)

0
w
C

o]l

il

€,

mit Brechungsindex n = /2. Die Intensitiit der Welle ist das Zeitmittel von |S] und lisst
sich wie auf Seite 25 durch die komplexen Felder darstellen:
C = = 1 5 =
I=-n(E,E)=-—(B,B).
2 n( Y ) n ( Y )

N o

Wir betrachten nun die Reflexion und Brechung einer ebenen Welle an der ebenen Grenz-
flache F' zwischen zwei homogenen Dielektrika:

Y

1)\ M 2, (2)

// x

F A3\ (3) ng

Die Indizes 1, 2, 3 bezeichnen wir die drei Wellen; z, y, z die Koordinatenachsen. Die Rand-
bedingung fiir jede stetige Komponente A ist

Aleik‘l.f + AQeiEQ.f = Ageil%.f, (f S F) .
Daraus folgt: o
k1, ko, k3 haben gleiche Projektionen auf F'; (9.2)
A1 + A2 - Ag . (93)

Die Einfallsebene N ist die durch & und der Normale zu F festgelegte Ebene (zy-Ebene
in der Figur). Bedingung (9.2) impliziert, dass die drei Wellenvektoren in N liegen, und
dass gilt

ny sin g = no sin ap = n3sin s, (9.4)

wegen n; = ng insbesondere oy = ap. Dies ist das Gesetz der Reflexion und Brechung
(Snellius 1621, Ibn Sahl 984) der geometrischen Optik. Dariiber hinaus liefert (9.3) auch
die Intensitétsverhéltnisse. Wir betrachten zwei Polarisationsfille, aus denen der allge-
meine Fall durch Superposition entsteht.
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TE-Fall (Transversales elektrisches Feld: ELN)

Die nicht identisch verschwindenden, stetigen Feldkomponenten sind nach (8.34, 8.35):

E, ‘ H, = B, = neyk, ‘ B, = —ne, I,
E, —nyF1 cos aq —n1 E sin aq
Es n1Es cos oy —ny Fysin oy
E3 —n3E3 COS ('3 —n3E3 sin Q3

Die Stetigkeitsbedingungen lauten somit:

Ey+ E, = E3,
g COS (3
Ey — Ey = E3— ;
71 COS Qrp

denn die letzte Spalte ist ein Vielfaches der ersten. Mit (4) folgt daraus

B, :% ligcosag :% lis%nalcosag ' (9.5)
Ey 2 71 COS (/q 2 sin arg cos oy

Eine Komponente (z.B. F3) bleibt wegen der Homogenitéit des Problems unbestimmt. Fiir
die Intensitaten folgt aus (9.5)

(Il — IQ) COS (v = gnl(El —f-Eg)(El — Eg) COS (X1 = §n3|E3|2 COS (vg = 13 COS (g,
d.h.

I cosay = I, cosaq + I3cosag,

entsprechend der Stetigkeit (8.36) des Energieflusses in y-Richtung. Fiir das Reflexions-
vermogen erhdlt man:

L)1y = (Ey/Ey)?,

Ey  sinagcosa; —sinajcosas  sin(az — ap) (9.6)

Ey,  sinagcosa; +sinajcosas  sin(ag + )

TM-Fall (Transversales magnetisches Feld: BLN )

Die nicht identisch verschwindenden, stetigen Feldkomponenten sind hier H, = B,, F, =
—n~te,B,, D,, wobei letztere wieder redundant ist. Wegen F' = —n~'(€ A B) erhalten
wir diesen Fall aus (9.5) durch die Vertauschungen £ — B, B — —E, n — 1/n:

By }: Bs (1iﬂcosa3) _ B <1isinagcosa3> |

By 2 N3 COS (V1 2 sin oy cos o

By sinagcosa; —sinagcosag  tan(ag — ag) 9.7)
By  sinajcosap +sinazcosaz  tan(ag + az) '

sowie Iy/I} = (By/Bj)?. Gleichungen (9.6, 9.7) sind die Fresnelschen Formeln — von
Fresnel mit einer mechanischen Lichttheorie hergeleitet.
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Diskussion:
Senkrechte Inzidenz (TE = TM)

Fiir a; = 0 folgt aus jedem der beiden Félle

Eg_—BQ_nl—ng
El_ Bl _TL1+TL3’
also
IQ 1 — N3 2 98
[_1_(n1+n3) . <)

Dieses Ergebnis ist invariant unter Vertauschung der beiden Medien.

Brewster-Winkel:

ap
\< a1 = ap ist der Einfallswinkel, fiir den der reflektierte
Strahl senkrecht auf dem gebrochenen steht: a; + az =
/2 7/2. Dann ist im TM-Fall By = 0: kein reflektierter

Strahl. Fiir eine beliebige einfallende Welle ist also der
reflektierte Strahl linear (TE) polarisiert.

Totalreflexion

Es sei n3 < n;. Der Grenzwinkel a; = ap der Totalreflexion ist der Einfallswinkel, fiir
den ag = 7/2:

. ng
sinar = — .
ny
Im Bereich ay > ag hat die Gleichung
. ny .
sinag = —sinoy (>1)
n3
die komplexen Losungen:
T L
3 = — 1
9 Y
. ny .
sinag =chy = —sinay,
ns3

wobei das Vorzeichen von ~ unbestimmt ist. Der Wellenvektor ks wird komplex:
ks = k3 (sin ag, — cos aig, 0) = k3(ch~y,ish~,0)
(k3 = nsw/c) und damit die Phase der gebrochenen Welle

-

i(ks-Z—wt) i(k3zchy—wt) efkgysh'y

€ =€

Diese Welle ist exponentiell gedampft fiir y — —oo, falls wir die Losung v < 0 wéhlen
(die andere Losung entspricht einer unphysikalischen Randbedingung bei y = —o00). Z.B.

lautet im TE-Fall (9.6)
Ey  cosajchy +isina;gshy

B, cos ajchy —isinajshy
Dies ist vom Betrag 1, also I; = I5: Totalreflexion.
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Intensitatsverlauf
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ny < ns ny > nNs

Fiir a; = 0 gilt in beiden Féllen (9.8).

2. Das Feld in einem Leiter

=1~ 1, o reell und frequenzunabhéingig (diese Annahmen treffen bei tiefen Fre-
quenzen bis in den Mikrowellenbereich zu). Die letzte Maxwell-Gleichung (8.27) ist zu
modifizieren geméss

rot B+i—ck = —F,
c c
was einer frequenzabhéngigen Dielektrizitdtskonstanten

e(w) = et+i

w
gleichkommt. Fiir n = y/e(w) resultiert daraus
Ren(w) . 5 1/2
en(w) | _ |1 [, o
Imn(w) }_ [2( < +w2i€>
Nach (8.28),
B=nenE, n = |nle'¥, (9.9)

ist |n| das Amplitudenverhéltnis der Felder und ¢ deren Phasenverschiebung. Im Spezi-
alfall eines guten Leiters,

o
— > €,
w

. g g T
n= (1402 w:ﬁ, o=T. (9.10)

Insbesondere jst §as B-Feld wesentlich stirker als das E-Feld. Beim Eintritt des Felds
von aussen (Ey, By, no = 1) in den Leiter ist nach (9.5, 9.7)

E 2 B 2n
"o OWwo) =gt =00
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an der Grenzfliche. Nach innen féllt das Feld exponentiell ab, und zwar nach (8.27) auf

den 1/e-ten Teil innerhalb der Eindringtiefe

§—_ ¢ _ 2_02

wlim n(w) ow

Sie ist fiir grosse w (mit w < o) klein (Skineffekt). Fiir w — 0 (statischer Grenzfall)

divergiert 0, aber nur das B-Feld dringt ein.

3. Das Feld in einem Supraleiter

In einem idealen Leiter (¢ = oo) folgen freie Ladungstriger (Masse m, Ladung e) der

Bewegungsgleichung
dU
E /\ B
m=e(E+-AB).
Bezogen auf das Geschwindigkeitsfeld ¢(Z,¢) ist
Ji
7= d—f = F(&(t), 1)
und damit die Beschleunigung
dv  ov = ov v?
d_: = a—:—i—(ﬁ'V)ﬁ: 8: V——v/\rotv
Mit rot E = —c¢ 0B /Ot folgt daraus
a—#
a—i = rot (VA ),
wobei .
W=rotv+ —DB
me

(9.11)

(9.12)

(@ ist die Wirbeldichte rot #@’ in einem mit der Larmorfrequenz —(e/2me)B rotierenden
Bezugssystem: v/ = '+ (e/2mc)B A Z). In einem Supraleiter (vom Typ I) ist dariiber

hinaus
W=0,

was mit (9.11) konsistent ist, und die Dichte n der Ladungstriger ist konstant (Inkom-

pressibilitit). Fir die Stromdichte 7= nev gilt somit

rot 7+ n—ézO
mc

(9.13)

(London-Gleichung). Zusammen mit rot B = 7/c folgt im stationéren Fall (9 /0t = 0)

AB=A%B, AT=A7,

wobel
mc?

A=) —

ne?
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die London-Eindringtiefe ist. Als Beispiel betrachten wir ebene Losungen der Form
B(Z) = Bye % | @) = e @A

(le] = 1), wobei 7 = —cA~*&A By. Die Felder fallen exponentiell ab und dringen nur iiber
eine Lange A in den Supraleiter ein (Meissner-Ochsenfeld-Effekt).

"
m

—

Die Stromdichte 7in der Nihe des Randes schirmt im Innern das dussere 5-Feld ab. Dieses
iibt nach Seite 51 einen Druck B?/2 auf den Supraleiter aus (— magnetische Levitation).

Erst die Quantenmechanik kann die London Gleichung (9.13) begriinden. Die Stromdichte
eines Zustandes 9(Z,t) = a(Z, t)e¥@) ist

1= (T (19 - ER)ur (39 -24) wov),

2m 1

Die Wellenfunktion v ist die gemeinsame Wellenfunktion aller Ladungstréager. Deren Dich-
te n = >, [¢|* wollen wir wieder konstant annehmen (also a(Z, t) = a). Dann ist die totale

Stromdichte e <h§5 B f/f) Z |2 = ° <hﬁg — E/T) n
m c i m ¢
Es folgt
rot7 = —n—ezga
mec

d.h. (9.13). Mikroskopisch gesehen sind die Ladungstréger Elektronenpaare (Cooper-
Paare). Mit m = 2m,, e = 2e.,n = n./2 ist aber

4. Streuung von Licht in Materie

Strahlung in homogener Materie verlduft geradlinig (siehe (8.27)). Inhomogenititen stel-
len wir dar durch rédumlich begrenzte Abweichungen e;(7) = ¢;(#,w) der Dielektri-
zitdtskonstanten um einen festen Wert €y = £¢(&J) herum:

E=¢€y+ter1, pw=1.
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Im Sinne einer formalen Stérungsrechnung entwickeln wir die Felder nach Potenzen von
€1, z.B.
E:E0+E1+..., D:€E:D0+D1+...
mit ﬁo = EOEO, 131 = 5051 +e1 EO. Typischerweise ist EO, EO eine einfallende ebene Welle:
= w

= i(képT—wt
E0:€06(0 ), kﬁzzn

co - €0 =0, n=+/e

(€0: Polarisation). Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen (8.13, 8.14) lauten in erster
Ordnung (mit p;, = 7, = 0; bei Frequenz w)

divB, =0, rot By — LB, =0 (9.14)
C

R ) - - Ww = w =
8(]le E1 = div €1E0 s rot Bl + —80E1 = ——€1E0 .
C C

Dies ist formal identisch mit den Maxwell-Gleichungen auf Seite 19 fiir Felder Eoﬁl, né,
Lichtgeschwindigkeit ¢/n und Quellen

P = —div (Elﬁo) s 7= —iw€1ﬁo s

die der Kontinuitétsgleichung geniigen. Die retardierte Losung (4.3) ist

8051:——€A<5A ),
C
1[1': . 1w /dSy gl(y—»)g elkeo g e—lw(t—ﬂ|m—7j’|)
4rre ’
dh, mit |7 — 7] = -2 g,
R . L W\ 2 ei(kr—wt) e
Ey = —¢A(EN &) <E> yr /d3y S

(Bornsche Niherung). Der Polarisationsanteil & L € ist

WA\ 2 ei(kr—wt) L
o () S [y e,
c 4rr

-k =

oyl

Der differentielle Streuquerschnitt do/dS) fiir die Streuung aus der Richtung &, und
aus der Polarisation £y nach €, £ erhédlt man durch Vergleich zwischen Fliachen- do und
Raumwinkelement d), durch die ein- bzw. ausfallende Strahlung gleichen Energiestroms
tritt:

SaPdo = S12- B\ do.

2 2

Daraus ergibt sich (Rayleigh)

do, . . 1 (o\*=
pEsaa) = (5) Falra@.

wobei F der Strukturfaktor ist,

o (T=k(E-e)) . (9.15)




Fiir Objekte £1(y), deren Abmessungen klein gegeniiber der Lichtwellenldnge A = 27/k
sind, kann man das Exponential in (9.15) gleich 1 setzen. Dann ist F(¢) = F und der
gesamte Streuquerschnitt betragt

I L) o
F = ‘/dgy&(@ )

(Dipolnéaherung).

In Gasen treten Dichteschwankungen auf iiber Langen, die gross sind gegeniiber atomaren
Abmessungen aber klein gegeniiber . Dort ist € — 1 anndhernd proportional zur Dichte
p, also
&1 . 5p
go—1  po’
wobei dp(Z) die Fluktuation bezeichnet. Damit ist der Strukturfaktor eines Volumens V'
im Mittel

80—1

F() = ( )2 /V dby d*y (5p(§)0p(5))TTT) |

wobei (...) noch den Mittelwert bzgl. einem statistischen Ensemble (z.B. grosskanonische
Gesamtheit) bezeichnet. Typischerweise erstrecken sich die Korrelationen (5p(5)dp(i/"))
nur iiber Abstinde |7 — 4’| < A. Damit kann das Exponential wieder gleich 1 gesetzt

werden und . (gop; 1>2 ( ( /V d*y 5p(?7))2> =7

ist wieder unabhéngig von ¢. Solche Schwankungsquadrate sind anndhernd proportional
zu |V| (nicht zu [V|?!), und zwar ist (siehe Statistical Physics)

2
!V!’1< (/V d3y5p(37)> >Vjo>okTp36T,

wobei T": Temperatur, p: Druck

Po

1 /0
Or = —— (—U> : isotherme Kompressibilitét
v \Op/,
v=1/po : Volumen pro Teilchen .

Damit ist der Extinktionskoeffizient o = o /|V| (Streuquerschnitt pro Volumeneinheit)
gegeben durch

A (f)4(eo— 1257 - Br (9.17)

" 6m \c

(Einstein-Smolukowski). Im Fall eines idealen Gases, pv = kT, ist kT By = p,*; ferner ist
go — 1 = n? — 1 klein, also & 2(n — 1), so dass (Rayleigh)

2 sw\4
= — |- —1)%.p7t.
@ 37r<c> (n ) Po
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Hohe Frequenzen w werden viel stiarker gestreut als tiefe, im sichtbaren Bereich also blau
mehr als rot. Dies erklart das Himmelsblau und, komplementér dazu, das Abendrot.
Falls p, ! das Volumen pro Mol statt pro Teilchen bezeichnen soll, so ist es durch (pgN4) ™!
zu ersetzen, wobei N, die Avogadrozahl ist: Besésse die Materie keine atomare Struktur
(N4 — 00), so fande auch keine Absorption statt.

Fiir ein Gas-Fliissigkeitsgemisch in der Néhe des kritischen Punktes divergiert die Korre-
lationslange: Gy — oo. Das Gemisch wird undurchsichtig (kritische Opaleszenz).
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10. Wellenleiter

1. Das Randwertproblem

Unendlich langer Hohlzylinder mit Querschnitt (2; ideal leitende
3 Wand (kein Feld im Innern der Wand); im Zylinder Vakuum; Feld
monochromatisch ~ e~

Feldgleichungen

rot E —ikB =0,

. S (10.1)
rot B4+1ikE =0

mit £ = w/c > 0. Die Nebenbedingungen div E = div B = 0 sind
dann auch erfiillt. Ferner folgt

NS (As+k)E = (As+ kB =0. (10.2)

‘ Dazu kommen die Randbedingungen

—

Ey=0, B,=0. (10.3)

Wir suchen Losungen der Form
f(Ily Lo, T3, t) - f(mla :L‘Q)ei(nx?’_Wt)

fiir jede Feldkomponente f. Dann ist rot E = ((ikE — V.E3)*, rot B) mit E = (Ey, Ey)
und E* := (—FE,, F)). Die 1, 2 Komponenten von (10.1) lauten

ikE +ikB+ = VF;, (10.4)

ikE +ikB+ = (VB3)*, (10.5)
wobei die zweite Gleichung aus der ersten durch (E, B) ~» (B, —E) hervorgeht: ikB —
ikE+ = VBs. Ferner gilt nach (10.2)

(A+NEs=0, (A+NBy=0, (106)
\=k>— K%,

wobei A = A, der Laplace-Operator in 2 Dimensionen ist, und zwar mit Randbedingun-

gen
0Bs3

E;=0, —— =0 auf 09.
on
Sie folgen aus (10.3), bzw. zusammen mit (10.5). Wir nehmen vorldufig an
A#£0 (10.7)

Dann haben die beiden Gleichungen (10.4, 10.5) fiir (Ey, By) bzw. (E2, By) je nichtver-
schwindende Determinante, d.h. das Feld ist vollstdndig bestimmt durch E3, Bs:

E =i\ (kVE; — k(Y B3)"),
B =i\ (kN Bs + k(VE3)™b). (10.8)
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Zudem sind die 3-Komponenten von (10.1) erfiillt, sobald (10.6) gelten. Der allgemeine
Fall ergibt sich durch Superposition der Spezialfille:

TM-Fall: By = 0 (tranversal bzgl. €5 = (0,0, 1)). Das Feld ist bestimmt durch y = Ej
mit

(A4+XN)x=0; x =0 auf 002 (10.9)
(Dirichlet-Eigenwertproblem).
TE-Fall: 3 = 0. Dann ist das Feld bestimmt durch y = B3 mit

(A+XNx=0 ; g—z =0 auf 0Q (10.10)

(Neumann-Eigenwertproblem).

Beispiel: () ein rechteckiger Querschnitt

2
TM: x = sin ky2q sin koxo;
L2 k’l = Llnia n; > 07 ganz

i

TE: x = cos kyxy cos koxo;
1 kl = %nia n; > 07 ganz

Ly

Die Eigenwerte sind nummeriert durch den Index oo = (nq,n2) und sind in beiden Féllen
Ao = ki + K.

Damit (10.7) gilt, ist im TE-Fall ny = ny = 0 auszuschliessen.

Allgemein bilden die Eigenfunktionen von (10.9), bzw. (10.10), je ein orthonormiertes
Funktionensystem {xq }:

(s X5) = / P XX = Sus (10.11)

(bei passender Normierung). Denn: Fiir zwei Losungen (x1, A1), (x2, A2) desselben Eigen-
wertproblems (10.9) oder (10.10) ist

_ Ox IX _ B _
0= /aQ ds <X13_712 B X26_nl> - /QG{QZE(XlAX2 - X2AX1) = ()\1 - )\2)(X27X1) .

Somit sind die Eigenwerte reell (setze y; = x2) und (x1, x2) = 0 falls \; # Ay. Ferner ist
fiir jede Eigenfunktion x

og/d%ﬁyﬁy:—/d%%AXZA(X,X),
Q Q

also A > 0 und A = 0 nur fiir y = const, was nur im TE-Fall moglich ist. Die Eigenfunk-
tionen Y, zu Eigenwerte A # 0 bilden im TM-Fall eine Basis im Hilbertraum L?(2), im
TE-Fall bloss eine fiir den Unterraum aller x € L*(€2) mit

/d23:X:0.
Q
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Der Fall A\ = 0: Dann ist F5 = 0, B3 = const. Daraus folgt aber B; = 0, denn wegen

(10.1, 10.3) ist
0:/ E-d,;:ikBg/d%.
o0 Q

Somit sind E und B transversal: TEM-Fall. Die Gleichungen (10.4, 10.5) besagen

—

Fiir das 2-dimensionale E-Feld gilt nach der 3-Komponente von (10.1) rot E = Ey; —

Eq5 =0, ja sogar
/E -d5 =0
r

fiir jeden geschlossenen Weg I' in €2, da man wegen rot E =0 den Weg I' auf den Rand
0} verlegen kann, wo (10.3) gilt. Somit ist

E:ﬁgo, Ap =10

¢ = ¢ auf jeder Zusammenhangskomponente (0€2); von 0fQ2.

Ist  einfach zusammenhéngend, so folgt ¢ = const, E = B = 0. Eine TEM-Welle kann
also nur fiir mehrfach zusammenhéngende Gebiete auftreten, z.B.:

E

Bei n Komponenten von 02 gibt es n — 1 linear unabhéngige TEM-Wellen. Wir verfolgen
den Fall A = 0 nicht weiter.

2. Ausbreitung der Wellen

Jeder Eigenfunktion (Mode) x, zum Eigenwert A\, entsprechen bei gegebener Frequenz w
zwei Wellen mit den Phasen

ellams=wt) g = k2N, k=

w
— 10.12
: (10.12)

Da die Eigenwerte \, unbegrenzt wachsen, ist x, reell nur fiir endlich viele Moden «: nur
diese pflanzen sich ungeddmpft fort. Fiir A\, > (w/c)? ist k, imaginir: die Welle (10.12)
ist fiir x3 — +00 oder x3 — —oo exponentiell abfallend.

Im Halbzylinder x3 > 0 kann man bei bekannter Anregung

E3 = E(IL‘hZL'Q)e_th s B3 = B(l’l,l‘g)e_iwt
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im Querschnitt x3 = 0 das Feld durch Entwicklung nach Eigenfunktionen konstruieren.
Im TM-Fall (B = 0):

Es(Z)t) = anxa(:cl, xg)ei(““”’_“t) (10.13)

Co = / d3{L‘Y(ZE1,l’2)E(£L‘1,ZE2),
Q

wobei K, > 0 zu wihlen ist fiir A\, < (w/c)? und Im k, > 0 fiir A, > (w/c)?. Fiir grosse
xg sind in der Entwicklung (10.13) nur die fortpflanzungsfihigen Moden von Bedeutung.
Entsprechendes gilt im TE-Fall: Wegen (10.1, 10.3) gilt

/ d*rB(x1,79) =0,
Q

sodass B(z1,z3) nach TE-Moden (A, # 0) entwickelt werden kann.

Fiir eine feste Mode « lautet das Dispersionsgesetz

Wa(K) = e/ Ao + K2.

Man kann damit ein Wellenpaket der Form

X(f7 t) - Xa($1,$2) /d/g f(,i)ei('m??»*wa(n)t)

bilden. Falls sich der Trager von f in einer kleinen Umgebung von kg befindet, so bewegt
sich diese Welle mit der Gruppengeschwindigkeit

dw, K
dK’ K=K0 V /\a + /{(2) N

Im Unterschied dazu ist die Phasengeschwindigkeit

We, Vg + K2
— =c——>c
K K

3. Ohmsche Verluste in der Wand

In einem guten (o > w) aber nicht idealen Leiter dringen die Felder in die Wand ein, was
zu einer dissipativen Dampfung der Felder fiihrt. Nach (9.9, 9.10) gilt fiir eine Welle der
Fortpflanzung € im Leiter

—

E=—~(éA B) (10.14)

7_n—1_(1—i)\/2§.

Wegen der Kleinheit der Eindringtiefe § dndern sich eindringende Felder viel rascher
normal als parallel zur Wand, sodass allgemein (10.14) ndherungsweise gilt mit €: Aus-
sennormale des Hohlraums. Da Ej und H; = B) an der Grenzfliche stetig sind, ist die

mit

Randbedingung EII = 0 zu ersetzen durch

Ej=—v(AB). (10.15)
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Hier spielt v — 0 die Rolle eines kleinen Stérparameters (v — 0 fiir 0 — 00).

Storungsrechnung: Man hélt & = w/c fest und entwickelt alle weiteren Grossen nach
Potenzen von v, z.B.

E=E'+~E'"+~%E%+ ...,
A= al

Dann setzt man diese Reihen in die Feldgleichungen und Randbedingungen ein und macht
den Koeffizientenvergleich. Die Glieder Nullter Ordnung beschreiben dann eine Losung des
ungestorten Problems (ideal leitende Wand).

Randbedingungen 1. Ordnung: Sie sind bestimmt durch die Losung in 0. Ordnung geméss

EY=—B,-t, (10.16) )
oBs iX° kK00 = - k'OEY
—3 = B Byt ——2 10.17
R et B et P (10.17) |
. P
wobei t der Tangentialvektor zum orientierten Rand 0f€) ist, und 0O

0/0s =t - V die Ableitung nach dessen Bogenlinge. Die Kompo-
nenten beziehen sich auf Koordinaten wie in der Figur, sodass bei
P gilt 9/0n =,1; 0/0s =,2. Dann besagt (10.15)

Ey =By, Ej=-Bj,

wobei die zweite Gleichung mit (10.16) identisch ist. Durch Elimination von By aus den
1-Komponenten von (10.4, 10.5) folgt

i\ K
3371 = EEQ -+ EE&Q ,
also in 1. Ordnung
i\? ixt kY K
By, = T E; + T EY +?E§,2 + EEQ,Q
=0
i\? K0 Kt
— ?Bg - ?BS,Q ‘l’ ?E?(,)Q .

TM-Fall (BY = 0). Aus (10.8) in 0. Ordnung folgt
ik
Bg = FE??,lv

dh. By -t = (ik/\°) - 9E/On. Damit lautet die Randbedingung (10.16) fiir y = Ey =
Xt
1 TR

, 10.18
A0 On ( )
TE-Fall (E2 = 0). Aus (10.8) folgt diesmal

:0
o_ %

B2 AO Bg,Q
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d.h. By -'= (ik°/A°)0BY/ds. Die Randbedingung (10.17) fiir x = Bs ist

5_X1 - EXU _ i(k9)2 92y°

on k kX0 Os?
Eigenwertstorung in 1. Ordnung: Wir fiithren die Rechnung durch fiir einen nicht entarte-
ten Eigenwert \°. Aus

(10.19)

A+X 0+ )+t +...)=0
folgt in 1. Ordnung
(A+2)xt = A", (10.20)

Zusammen mit der Randbedingung (10.18) oder (10.19) kann man daraus die Eigen-
wertstorung A! bestimmen. Wir normieren

/ ey’ =1. (10.21)
0
Dann folgt aus (10.20) durch Multiplikation mit °

—Al—/dQJ:XO(A%—)\O)Xl
Q
1 ~0
:/d2xxl (A—i-/\O)YOJr/ (Yoai—Xlal)dS-
e N——— a0 on on

TM-Fall. Dann ist x° = 0 auf 9 und aus (10.18) folgt

2

ik
: ds

0
AV Joo

ox°

on

=:a

Al =

TE-Fall. Aus 9x"/9n = 0 (auf 9Q) und aus (10.19) folgt

Ry s
k 90 k)\() 90 05 ’
=:b =:d

wobei wir im letzten Term eine partielle Integration ausgefiihrt haben.

Die Zahlen a,b sind > 0 (d > 0) und héngen nur vom Querschnitt € und von der
betrachteten ungestérten Mode ab, nicht aber von w.

Déampfung: fiir die Wellenzahl gilt in 1. Ordnung;:

(12 a2 0 Ty
k= (k"= A—7\") K 250)\.

(r9)?

Wir betrachten den Fall w > 0, x° > 0 einer im idealen Hohlleiter ungedimpften Welle.
Wegen

imc3| _ e—(ImH)LL‘g

le
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beschreibt \l .
_ A 1
Imk = —Im@ = —@(Rey)(lmx\ )

die Damfpung in 1. Ordnung als Folge der Ohmschen Verluste in der Wand.

TM-Fall.
w3/? ac?
w? —wa . 2wV 20

wobei w? = 2\° die tiefste Frequenz ist, fiir die die betrachtete Mode fortpflanzungsfihig
ist. Die Dampfung ist minimal fiir w = wyv/3, fiir jeden Querschnitt und jede Mode.

Imk =

Im

wWo Wo \/§ w

TE-Fall.

3/2 2 2 4
Imk = ! c {d(l—ﬂ)erwo].
Vw? —w? 2wV 20 w? c2w?
Der Verlauf ist qualitativ dhnlich wie im TM-Fall, die Lage w/wy des Minimums héngt
aber vom Querschnitt und von der Mode ab. Eine Ausnahme bilden rotationssymmetrische
Moden eines kreisformigen Querschnitts: dort ist ¥ = const auf 99, also d = 0. Damit
ist Im k = O(w™>/?), statt O(w*'/?), fiir grosse w.

Beispiel. Im Beispiel des rechteckigen Querschnitts liefern die Eigenfunktionen (bei
Beriicksichtigung der von (10.21) abweichenden Normierung):

TM-Fall: W (Lo L.
T LL (L_%”1 ' L_%”Q) om0
TE-Fall:
bzw.
b= L1L2(L1+L2)’ d:%'z—? (n1 > 0,n5 =0).
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11. Das Feld einer Punktladung

1. Das retardierte Potential

Die Bewegung einer Punktladung e sei gegeben durch ihre (zeitartige) Weltlinie y(7) (7:
Eigenzeit, u = dy/dr: 4er-Geschwindigkeit). Die zugehorige Stromdichte ist (8.9)

J(y) = ec / dr ()6 (y — ().

Das retardierte Potential (siche Seite 42) ist mit R =2 —y

w(w) = o [ty [ drSO((R R)BER) 6y - (r)
-2 / dr 5O ((R, R))O(R)ub () (11.1)

denn wegen der 6Y-Funktion kann R ersetzt werden durch

R=R(r)=x—y(7).

Es ist stets v < ¢, d.h. |@| < u°. Fiir jedes z € R* hat 7

z (R, R) genau eine Nullstelle 7 = 7(x) mit R° > 0. Dies ist

\ aus der Figur ersichtlich, aber auch dadurch, dass bei jeder
solcher Nullstelle gilt

d dR -
—(R.R)=2(R,—)=—2(R,u)=2(ii- R—u"R%) < 0
——(R.R) =2(R. ") = —2(R,u) = 2(i- K — u'R’) <0,

Ay

da @ - R < |i||R| < u’R°. Wegen

W)= > 1F @I -7
it f(;)=0
ist !
dW((R, R)) = m5(1)(7 —7(x))

mit R = R(7(x)), v = u(7(x)). Damit lautet (11.1)

e ut

A(z) = 4t (R, u)

(11.2)

(Liénard-Wiechert Potential).

Retardiertes Feld. Zur Berechnung des Feldes F), = 0,A, — 0, A, benétigen wir die
ersten Ableitungen von 7(x): aus

(R,R) =0 fir R(z)=z-—y(r(x))

folgt
0=08,(R, R) = 2R,0,R" = 2R,(5," — u"7,.)
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also

(11.3)

Aus (11.2) folgt nun

R, i eu, e
(R,u)dr (R,u) (R,u)?

470, A, =

Uy Uy,

da 0,(z* — y*)uq = uy. Der letzte Term ist symmetrisch und trégt deshalb nicht zum
Feld bei. Es ist

L (Rw) = —(u,u) + (Rw) = ¢+ (Rw).

wobei w = du/dr die 4er-Beschleunigung ist, also

d_uy = L w U uy(? — w
E(R,u)_(R,u)g[ V(R, )+ u( (R, ))}

Damit erhalt man fiir das retardierte Feld

v € v v
47TF“ = W(Rub —R bﬂ)

mit
V= c*u’ + (R u)w” — (R, w)u” . (11.4)

Wir bemerken, dass eine Komponente o< © von w zu 0¥ und somit zum Feld nichts beitragt.

Dreidimensionale Formeln. Wir benutzen die Notationen

R =r(1,7), r=|R =R, ﬁ:?, G=ije, G=db/dt.
Aus E; = F°, B; = — F"1it2 folgt
AnE = ( RC:Z)S (W7 — b),
471}?:—(;2)3%@:77/\4@. (11.5)
Zur Berechnung von b” brauchen wir
w= S (1,5),

Vi

1 dut c = cﬁ . ﬁ =
= = 0 ——(1,0). 11.6
Wdt 1_ﬂ2( 76)+(1_52)2( 7ﬁ) ( )
Der letzte Term ist o< u* und kann somit nach obiger Bemerkung ignoriert werden. Dann
ist

wt

rc L= rc _
(Rﬂi):\/l—_iﬁz(l—n'ﬁ), (R7w)=—1_62n‘5,
2 - -5 Lo
(R,u)wu_(R,w)uv:ﬁ(ﬁ G.(1—i-B)F+ @ 3)F),
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3 2

—»_ erc ﬁ_—» e(rc) ﬁ_; ﬁ__; B _ﬁ_‘ . .
ik = (R,u)3(1 — ﬁ2)1/2( )+ (R,u)3(1 — 32)3/2 (71 - B) (7 — B) = (1 = 7if) g]
=) o e
21— ) e T T 6= 3 A 5] (11.7)

Fiir ﬁ = 0 bleiben nur die Terme der Ordnung r~2 iibrig: Eine gleichférmig bewegte
Punktladung strahlt nicht. Der Term der Ordnung r~1 ist linear in der Beschleunigung

5. In dieser Ordnung ist auch E transversal zu 1, d.h. 7, E , B verhalten sich wie in einer

ebenen Welle. Zu beachten ist stets, dass sich die Grossen r, 17, ﬁ, B auf die retardierte
Position der Punktladung beziehen.

2. Ausgestrahlte Energie

Wir definieren die ausgestrahlte Leistung als

W (t) = Energiestrom zur Zeit ¢ + r/c¢ durch die Kugel vom Radius r um ¢(¢), im Limes
r — 00.

Fiir # = 0 folgt aus (11.5, 11.7):

3 S=CcE* ii+0(r?
16;2 ( ) ﬁ2sm 0-74+0(r?3),
0
\ n :%QQ (11.8)

(Larmor). Dies entspricht der elektrischen Dipolstrahlung (vgl. Seite 31): g = et = cef3.

Fiir ﬁ # 0 beniitzen wir ein Kovarianzargument: Der abgestrahlte 4er-Impuls zwischen
zwei Ereignissen auf der Weltlinie des Teilchens,

(2)
pr =t . WH(t)dt, (11.9)

bzw.

dP" = ¢\ Whdt |

ist ein 4er Vektor. (Ein Beweis folgt weiter unten.) Speziell ist W° = . Im Ruhesystem
(6=0)ist WH = (W, 6) Fiir i = 1,2, 3 ist ndmlich wegen £ -7 = B -1t = 0 und E? = B?,

also (siehe (7.3))
3
k=1
Damit ist

3
Wit = rz/dQnZTiknk = rz/dQn EZni =0, (11.10)

k=1

82



da fiir § = 0 E? eine gerade Funktion von 7 ist. Die Gleichung

2

WHdt = ——C

6mct

(w,w) utdr (11.11)

ist manifest lorentzinvariant und gilt (wie wir gleich sehen werden) im Ruhesystem, also
in jedem Inertialsystem. Aus (11.6) folgt

(w,w) 2\—3 2\ 32 (56)2 2 3 3\2
== (—(.1—6)6.+1_—ﬁ'2(1 8% —2(3- 5)?)
= (=) - (@8- (55
(Br)?2

Wegen u’dr = cdt gilt speziell:

62

W= (1= 552~ (G5 (11.12)

6re

(Liénard). Fiir § = 0 stimmt somit (11.11) mit (11.8, 11.10) iiberein.

Wir holen noch den formalen Beweis nach, dass (11.9) ein 4er-Vektor ist. Nach Definition
ist
3
W) = lim [, > T"(x)doy = lim 0(r — |R|),T" d*x

T—00

Rk
Or—[R))y=6(r—|R))—=, 0(r—|R[)o=0
|R|
Nun ist 5
3 _ 4 (9T .0
/xo:ertda: .—/d (o 4t-a)...,
so dass

Der Tréager des Integranden ist der Teil von
> = {|R| = r} zwischen den Zeiten t; + r/c
und ¢y + 7/c oder, was dasselbe ist, zwischen
den beiden Vorwirtslichtkegeln. Damit ist
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cP* = —lim [ 0(r —|R|)O(R)0((x —y(r))?)| Td'z.

r—00

(2)
(1)

Der Trager der letzten #-Funktion ist das Gebiet zwischen den beiden Lichtkegel. Damit
kénnen die ersten beiden 6-Funktionen ersetzt werden durch

(O(r — [RDO(R))
Um nun den 4er-Vektorcharakter nachzuweisen, geniigt es zu zeigen, dass
UM (x) = 0((x — y(r))*)T"" (2)

(1 =7 oder 1) asymptotisch
ur , =0
V

erfilllt (vgl. dazu Seiten 48, 50: durch partielle Integration zeigt man a, P* — a,P* = 0
fiir die Differenz der Werte in zwei Bezugssystemen; keine Randterme im Unendlichen,
da diese im schraffierten Bereich getragen sind.) Es ist

UNVW _ QTW/,V + Q,VTMV
= 25((R,R)T"R,, (R=xz—y(r)),

da T , = 0 weg von der Weltlinie. Bei F*” kann man den Term c*u” in (11.4) weg-

lassen, da er asymptotisch nichts beitrdgt. Der Rest liefert ein Feld mit E? = 52, also
(vgl. Seite 44) mit T* = F*,F°”. Schliesslich ist

i e
A7 (R, u)3

F"R, = (R°V"R, —b°R'R,) =0,

da R"R, =0und V"R, = (R,u)(R,w)— (R, w)(R,u) = 0. (T"0, = 0 bedeutet, dass kein
4er-Impulsstrom durch die Lichtkegel fliesst: Die Strahlung verlauft eben parallel dazu.)

3. Strahlungsddmpfung

Wir begniigen uns mit einer heuristischen Diskussion. Ein Teilchen bewege sich in einem
dusseren statischen elektromagnetischen Feld. Sei F die Energie des Teilchens und des
Felds, inklusive seines eigenen, in einem grossen Gebiet. Energieerhaltung (2.24) erfordert,
dass sie geméss der abgestrahlten Leistung abnimmt: Im nicht-relativistischen Limes ist

nach (11.8)
(2) @ .
= / 7).
(1) (1)

Wir wollen annehmen, dass ﬁ(tz) =0, (¢ = 1,2), oder dass die Bahn periodisch ist, so
dass die Randterme verschwinden. Dann kann AFE als die Arbeit f((12)) K - @ dt der Kraft

2 2 . 2 .
AE:—es/ it = (5
67c (1) 6mred

2
— € =
K =

- (11.13)
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angesehen werden: sie stellt die Riickwirkung des Feldes auf die Ladung dar. Zusammen
mit der Lorentz-Kraft (2.20) des dusseren Felds oder einer anderen #usseren Kraft F
lautet die Newtonsche Bewegungsgleichung

e2

v=F v 11.14
mu + 63l ( )

(Lorentz). Uniiblich daran ist, dass es sich um eine Differentialgleichung handelt, die v
enthéalt. Als Anfangswertproblem betrachtet, hiangen somit die Losungen auch von der
anfinglichen Beschleunigung ab.

Beispiele:

—

1) F' = 0: Teilchen in seinem Eigenfeld. Die Losungen sind

U=1ge < . (11.15)

Ausser fiir 7, = 0 (also U = const) sind diese exponentiell anwachsenden Losungen
unphysikalisch (die Voraussetzungen von (11.13) sind auch nicht erfiillt).

2) F = —mwiz: Oszillator der Frequenz wy:

—

T — Z
6mcdm

hat Losungen

Z(t) = Re (Zpe™) p(2)
mit
2 e? 03 2 _
Q) =0Q° — =
p( ) 67T03m + wo
Es gibt eine positive Losung, die aber unphysika- w2
lisch ist, und zwei komplex-konjugierte Losungen, 0
die wir fiir \' 0
2
wp - <1
O 6rcdm

diskutieren. In erster Ordnung in diesem Storparameter ist 2 = iwg — 6 mit

2

. e 5
—2iwg - 6 + — iwy =0,
d.h. die Dampfung der Oszillation ist
o2
= —Wwj -
127rme3 ™ °

Die relativistisch kovariante Verallgemeinerung von (11.14) ist (von Laue)

dut e? d*u”
— = F* 5MV —ut v) 7 o
mn dr 67T03( uuy ) dr?

(11.16)
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denn: Die rechte Seite ist konsistent mit u,u* = ¢, u,F* = 0 und die rdumlichen Kom-
ponenten der Gleichung stimmen im Ruhesystem mit (11.14) {iberein.

Fasst man e? als kleinen Stérparameter auf, so lautet die Gleichung in derselben Ordnung

in e? auch o , .
“ < _om, - W) —— (11.17)
T

(Landau-Lifschitz). Beachte, dass sie keine Ableitungen der Beschleunigung mehr enthélt,
auch dann nicht, wenn F* von einem &usseren elektromagnetischen Feld stammt: F* =
(e/m)F"u,. Damit ist du*/dr = 0 fiir F#* = 0 und es treten keine unphysikalische
Losungen (11.15) mehr auf. Es stellt sich heraus, dass (11.17) eine bessere Begriindung als
(11.16) zuldsst: Man fasse das Teilchen (Masse myg) als ein ausgedehntes auf mit sphérisch
symmetrischer Ladungsverteilung pr(7) = R3p(Z/R) im Ruhesystem und beriicksichtige
die Lorentz-Kraft seines eigenen Felds. Dann reduziert die Newtonsche Bewegungsleichung
im Limes R — 0 auf (11.17) mit

dr 6mmes

. 1 2)ply
me? = ]Elir%)(moc + Fy Eard? p|(f) (5)) )

Also: i) die elektrostatische Energie (1.19) der Verteilung pg tragt zur Trégheit bei; ii)
die “nackte” Masse mg muss divergent gewéhlt werden, my(R) — —oo, (R — 0), damit
die physikalische Masse m endlich ist. Eine dhnliche Renormierung ist in der Quanten-
elektrodynamik erforderlich, wenn auch die Divergenz dort milder ist.

4. Strahlungsverluste in Beschleunigern

Linearbeschleuniger (Bewegung lings der 1-Achse). Wegen (p, p) = m?c? ist p°dp®/dr
= pldp' /dr, d.h.

= 5— (11.18)

) = (2,8 gy () - (2

Aus (11.11) folgt somit

und

Nach (11.18) ist auch
dp'  1dE dE

. vdt  dz’

wobei dE /dx die Zunahme der kinetischen Energie pro Léngeneinheit ist. Damit findet
man

w e cdE e?  dE
= —_—_ s — .
dE/dt  6m(mc?)? vdx v—e 6m(mc?)? dx
Fiir ein Elektron ist mc? ~ 0.5 MeV, €2 /mc* ~ 10~'° m. Bei einer Energiezunahme von 10

MeV /m ist W = 107**dE/dt. Die Strahlungsverluste in Linearbeschleunigern sind vollig
unbedeutend.
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Kreisbeschleuniger. Im relativistischen Bereich ist die Tangentialbeschleunigung B” =

¢ 'dv/dt gegen die Zentrifugalbeschleunigung vernachlissigbar. Dann ist | 3 | = fw, w =
cfB/r, r: Radius der Kreisbahn, und (11.12) lautet

62

W= (- )2,

6mc
Der Energieverlust durch Strahlung wihrend einer Umlaufszeit 27 /w ist also:

62 (&

(1-6)78 = —(1- 5%

2
AE =
3r 3r

im Limes 3 — 1, oder mit E = mc?(1 — 3?)~/2:

2
AE =% (3)4 .
3r \mc?
Typische Grossenordnungen fiir ein Elektron-Synchrotron sind £ = 10 GeV, r = 10 m.
Dann ist AF ~ 10 MeV. Dies ist vergleichbar mit der pro Umlauf zugefiihrten Energie.
In Kreisbeschleuniger sind also die Strahlungsverluste der wichtigste Begrenzungsfaktor
der erreichbaren Teilchenenergie.

Diese Rechnungen gelten allerdings nur fiir ein einziges Teilchen. In einem Strahl kommt
es wesentlich auf die Korrelationen zwischen den Teilchen an. Wenn sich die Beitrédge zum
Feld kohérent iiberlagern, so sind nicht die Intensitéten, sondern die Amplituden additiv.
Im Extremfall eines kreisformigen Gleichstroms gibt es ja iiberhaupt keine Ausstrahlung.

Strahlungscharakteristik schneller Teilchen. Der dominante Einfluss auf die Win-
kelverteilung der Strahlung, S(7i) = cE? - i, kommt iiber (11.7) vom Faktor

=,

(L= B)" =(1—Bcost) ™",

—

mit § = Z(i1, 3), der fiir 3 nahe bei 1 (schnelles Teilchen) ein scharfes Maximum bei § = 0
hat. Im Fall 3 || 3 ist z.B.

\\ g) 5
5 1 e*z, sin?d
C 16722 ¢ (1 —[Bcosh)s’

Da nur kleine 6 wichtig sind, entwickeln wir

Y=l =1+ -6 =2(1-p),
92

1—Bcosf=1-p( —5) %’%(1%—(79)2).
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Die Winkelverteilung ist also gegeben durch die Funktion

(10)?
(1+(v6)?)°

d.h. der charakteristische Offnungswinkel des
Strahlungskegels ist

b 0 O~y (11.19)

Ahnliches gilt auch im Fall 5 Wﬁ, obschon dann die Winkelverteilung auch vom Winkel

zwischen 7 — 3 und 3 abhingt. Mit der Abschétzung (11.19) kann man die Synchrotron-
Strahlung qualitativ verstehen:

Es sei wy die Winkelgeschwindigkeit des Elektrons im Synchrotron. Der Strahlungspuls,
der bei ¥ empfangen wird, rithrt nach (11.19) von einem Bahnelement des Winkels v~!
her, wird also wiahrend der Sendezeit

dy® 1

c woY
emittiert. Da sich das Elektron dabei fast mit Lichtgeschwindigkeit in der Ausstrahlungs-

richtung bewegt, ist die Empfangszeit dz”/c des Pulses bei 7 viel kiirzer. Nach (11.3) ist

namlich e o 010
y' dy u R N 2
_— . = et 1 — . >~ 2
020 dr 7.0 (u, R) ( i) T

also die Pulsdauer bei z:

dz® _ dy° 1

c 2072 B 2wgy3

Diese Pulse folgen sich mit der Periode T = 27 /wy. Der zeitliche Verlauf einer Feldkom-
ponente F'(t) im Punkt & hat daher die Form:
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Fyo f) fE—T) f(t—27) FW)= " f(t—nT).

wobei f(t) den einzelnen Puls be-
schreibt. f(¢) hat die Breite At =
(woy?) ™1, deshalb hat die Fouriertrans-
formierte

) j flo = [ s

[e.9]

T 27 3rt
die Breite Aw = (At)™! = wy®. Die spektrale Zusammensetzung der Synchrotronstrah-
lung wird ersichtlich aus der Fourier-Reihe

- .
F(t) = - Z cpe i wont

n=—oo

T 0o
Cn = /0 dt F(t)e“o™ = / dt f(t)e ™ = f(nwp) .

oo

Dabei ist ¢, wesentlich # 0 fiir nwy < 3wy, d.h. die Strahlung setzt sich zusammen aus
diskreten Frequenzen nwy mit n = 1,2,... ~ v3. Wegen v ~ c entspricht der Gesamtfre-
quenz wy = v/r die Lichtwellenlinge \g = 27c/wy = 27r = Umfang des Synchrotrons.
Fiir 1 GeV-Elektronen ist v &~ 103, so dass das Spektrum quasikontinuierlich bis hinunter
zur Wellenlinge A = A\gy ™2 ~ 7 - 1072 reicht.
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A. Anhang: Distributionen

Sei D = Cg°(R?) der Raum der beliebig oft differenzierbaren (komplexwertigen) Funktio-
nen auf R? mit kompaktem Triiger. ¢ € D heisst Testfunktion.

Definition (Konvergenz in D). Seien ¢, (n = 1,2,...),¢ € D. ¢, 2, ¢ bedeutet: es
gibt eine kompakte Menge K C R mit supp ¢, supp ¢ C K, sodass

sup [0y 0" -+ - 95" (pn(r) — ()] — 0
fiir jede Wahl von my, ..., my.

Bemerkung. D ist vollstindig, d.h. jede Cauchy—Folge in D hat einen Grenzwert in D.

Definition. Eine Distribution (oder verallgemeinerte Funktion) F ist ein stetiges linea-
res Funktional iiber D

FID—)Ca 90’—>F<90)7
F(Mpr+Xp2) = A Fo1) + X F(p2) (M eC,p;€D),
F(pn) — Flp) , falls @, — @ .

D' :={F | F ist eine Distribution} ist der topologische Dualraum von D.

Definition (Konvergenz in D’).

F, — F,
falls F,(p) — F(yp) fur jedes ¢ € D.
Bemerkung. D’ ist vollstandig.

Beispiele:
1) Sei f:R? — C lokal integrierbar. Zugehorige Distribution:

Fy(e) = [ dz fa)ola)
Fy € D', denn
Fl< ([ a1l swlew)]

falls suppp € K.

2) (Delta—Distribution)
3(ep) = ¢(0) -
0 € D', denn |§(p)| < sup, |p(x)|. Es gibt aber keine (lokal integrierbare) Funktion
f, so dass 6 = F}. Ansonsten, wihle r > 0 beliebig klein und ¢ € C§°(R?) mit
1] <1, 9(0) =1 und suppy C B, = {z||z| < r}. Setze dann

p(x) = p(@)o(z) + (1 = P()p(z)
——

.

= 1(2) = ()
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sodass supp @1 C B, und ¢9(0) = 0. Dann wire () = 0(¢1) + d(p2) mit §(p2) =0
und

r

sl = 1Fxtel < ([ dolstol) sup loto)]

—20
r10

also 0 = 0, was aber nicht zutrifft. Trotzdem schreibt man

im Wissen, dass es §(z) als Funktion gar nicht gibt.

3) Sei f, lokal integrierbar mit [ f,(z)dx =1, [|fn(z)|dz < C, supp f, C By,. Dann
ist
Fp 256

Fiir jedes ¢ € D ist ndmlich
Fy. () — 6(p) = / 0 fo(2)p(z) — (0) = / d (1) (p(x) — (0)) |
15, (0) — 8()] < ( / dx|fn<x>|) sup J(x) — 9(0)] -

SCEBl/n

J/
N

' 7

<Cc

—0

4) Sei f: R" — C stetig differenzierbar. Zu 0; f gehort die Distribution
Fas(p) = [ dol@f(@)e(o) = - [ daf@ip(o) = ~Fy(oie)
nach partieller Integration in z;. Dies veranlasst uns zur

Definition (Ableitung einer Distribution). Fir F' € D’ ist 0;F erklart durch

(O F)(p) = —F(ip) -

Bemerkung. 0;F € D', denn trivialerweise
D D
on—¢ = Oipn—0ip.

F hat Ableitungen aller Ordnungen.

4) (nochmals): 0;F; = Fy, ;. Deshalb werden f und F identifiziert.
5) (0:0)(p) = —0(dip) = —(0i)(0).
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1 »
A7 || = —0(@)

(s. (1.11)) und als Ubung das E-Feld eines Dipols:

1o/ =1 3(p-B)F—-T% 1 _
_V .V— = __5 )
in (p \rﬂ) 3 /(0P

(. J/

wobei f als die Distribution

aufzufassen ist.

Fiir weitergehende Fragen (Fouriertransformation, Faltung, usw.) sind z.T. andere Test-
funktionenrdume, bzw. Distributionenrdume besser geeignet (z.B. die Schwartzschen Riu-
me S, bzw. §’). Wir verweisen auf die

Literatur

- L. Schwartz, Théorie des distributions I, II
- M. Reed, B. Simon, Methods of modern mathematical physics I, I1
- R.O. Richtmyer, Principles of advanced mathematical physics I
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B. Anhang: Kugelfunktionen

Gesucht wird, grob gesprochen, ein “natiirliches” vollstdndiges Funktionensystem auf der
Einheitskugel 5* = {€ € R? | |¢] = 1}.

Motivation: Die analoge Frage fiir den Einheitskreis S = {€' € R? | |e] = 1} = {(21, 7o)
€ R? | 2y +ize = € |0 € R mod 27} hat eine wohlbekannte Antwort (vgl. Fourierreihen):

fa(€) = e’ (nez).

Drehungen R € SO(2) (mit Winkel o) wirken auf Funktionen f auf S mittels f(€) —

f(R7E), bzw. f(0) — f(0—¢). Diesbeziiglich sind die Funktionen f, die Eigenfunktionen,

und zwar mit Eigenwerten e %, Zudem sind sie die Einschrinkung auf S* folgender
Polynome auf R?

(z1 +1iz2)", (0 >0),

up(x1,22) =< 1, (n=0),

(1 —ize)™, (n<0).

V

0
0

Beachte, dass u,, ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grad |n| ist, und dass

up(ré) = 1" f,(&) .
Im Falle der Einheitskugel 2 = S? setzen wir deshalb:

Definition. Y, : @ — C ist eine Kugelfunktion zum Index [ = 0,1,2,..., falls ¥; die
Einschrinkung auf  eines homogenen, harmonischen (Au; = 0) Polynoms v; : R® — C

ist:
w(ré) = r'Yy(e) .
Beweis des Satzes auf Seite 12. a) u; geniigt der Homogenitétsrelation
T - 61@ = lu; .

Fir V = {|Z] <1} ist OV = Q mit dé'= Zde. Aus (1.12) folgt fir u =, v = uy
O = / (ﬂlﬁul/ — Ullﬁﬂl) . dé’: (l, — l) / ﬂlul/ de = (l/ — l)(}/L Y/) .
Q Q

b) Sei H; der Raum aller homogenen Polynome

2\ E mi,.ma, . ms
Pl(x) - Cm1m2m3 1‘1 IQ xS
m;EN
mi1+ma+mz=l

vom Grad [. Die Anzahl der Koeffizienten ist
dim Hy=((+1)+1l+(l-1)+...+1.

Offenbar A : H; — H; 5. Der Raum K; der homogenen, harmonischen Polynome von
Grad [, d.h. K; = Ker A, hat also die Dimension
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Andererseits ist nach (a)
Hor'V@Yia®...) (B.2)

mit Dimensionen

dlmHlZdlmKl—l—dlmKl,Q—F
>(U4+1)+1+(@—1)+...+1=dim H .

Es folgt, dass in (B.1, B.2) Gleichheit gilt.

¢) Nach (B.2) (mit =) sind die endlichen Linearkombinationen von Kugelfunktion iden-
tisch mit den Einschrankungen von Polynomen auf €2. Nach dem Weierstrassschen Appro-

ximationssatz approximieren diese die stetigen Funktionen auf (2 gleichméssig. Letztere
sind dicht in L*(Q). O

Es soll eine Basis fiir ), eingefiihrt werden. Dazu zeichnen wir eine Richtung, z.B. die
es—Richtung, aus und schreiben fiir u; € H,

w(®) =q+qo1 T3+ qoo- 25+ +q -t +q-ak, (B.3)
wobei ¢, = ¢,(x1,x2) ein homogenes Polynom in z1, zs vom Grad r ist. Somit ist
Aul =
(Aq+2q-2) + (Aq-1+3-2q1—3) x5+ (Ago +4- 3%74)33;2), +. o+ (A + (1 - 1)QO)$§_2 .

Die Bedingung Awu; = 0 erlaubt es, aus beliebigen ¢, ¢;_1 alle restlichen ¢,’s zu bestimmen.
Spezielle Wahlen (insgesamt 2! + 1) sind

%(951,352) = (3U1 + iﬂvz)l*k(xl - i$2)k )

D q-1(21,2) = 0 (B4)
fir k=0,1,...1;
q(z1,22) =0,
s ql—liﬂfl,ﬁﬂzi = (21 +iz2) ™ (21 — iw)" )
fiir k= 0,1,...,0— 1.
Betrachte die Abbildung
uw(Z) — u(R™'T) (B.6)

fiir ein R € SO(3), und speziell den Fall R = R,, einer Drehung mit Winkel ¢ um €3. Da
xy £ iz unter R iibergeht in €™ (x) 4 ixzy), werden (B.4, B.5) abgebildet geméss

i)k QT(mly 1‘2) = e_i(l_%)‘pqr(xl’ :EQ) )

i(1—1—2k)e

H)k QT('rlaxQ) —=e %"(xla x2) )

denn dies gilt fiir r = [,[ — 1 und somit auch fiir die restlichen r’s. Fiir die entsprechenden
w € K, (s. (B.3)), ist .
U (T) = wy(Z) — ey (7)
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mit 1)y m = — 2k und ii), m =1 — 1 — 2k. Insgesamt lauft m iiber die 21 + 1 Werte
—1l,...1.

Yim(€) sei die Einschrankung von wy,, (%) auf 2, und zwar so umnormiert, dass (Y, Vi) =
1 (dies ist eindeutig bis auf Phase; siche auch unten). Auf der Kugel ist die Abbildung
(B.6) (Bezeichnung: U(R) : L*(2) — L*(Q)) unitdr und

U(R,)Yi, = 7Y, (B.7)
fiir ¢ € R. Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind folgt
(Yim, Vi) = O -
Insbesondere ist {Y},,}! _ , eine orthonormierte Basis fiir ). Sei II; : L?(Q2) — L?(2) der

orthogonale Projektor auf ):

l
® = > (Vi D) Vi, (B.8)

m=—I

bzw.
(T1,3)(&) — /Q de' Ty (@, &) D (")

mit Integralkern

W(E &) = 3 Vi (@Vim(@) (B.9)

m=-—1

Mit {Vi )t _ ist {U(R)™1Y,,}L,_ , ebenso eine o.n. Basis fiir Y}, also

l
(€6 = Y Yim(RE)Yin(RE") (B.10)
m=-—1
— I1,(Ré, Ré") (B.11)

fiir alle R € SO(3). Die Gleichheit von (B.9, B.10) ist das Additionstheorem fiir Kugel-
funktionen (s. auch unten). Es sei noch bemerkt, dass

nm@o:{;g " (B.12)

(dies erlaubt die Wahl Yjg(€3) > 0 der Phase). Wegen €3 = R; lez folgt ersteres aus (B.7)
iiber Yy,,(€3) = 7Y}, (€3). Wire auch noch Yjy(e3) = 0, so folgte aus (B.9) IT;(¢, e3) = 0

3)-
fiir alle € € €2; wegen (B.11) sogar II;(€,¢”) = 0(€, e’ € Q), d.h. II; = 0: Widerspruch.

Wir kénnen nun das Lemma auf Seite 12 beweisen. (Es besagt iibrigens, dass die Darstel-
lung U(R) der SO(3) auf ), irreduzibel ist).

Beweis: Da beide Seiten von (1.40) invariant sind unter (€,¢”) — (Ré, Re’), geniigt es,
den Fall ¢ = €3 zu betrachten. Dann ist II;(€, ) = Yi(€)Yi(€3) wegen (B.9, B.12).
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Andererseits gilt fir ®(e) := (€, €3), dass U(R,)® = ® und somit (Y}, ®) = 0 fiir
m # 0. Nach (B.8) ist nun

®(@) =Y (IL®)(@) =Y (Yo, ®)Yin(&) = chﬂl €
wobei ¢;Yo(€3) = (Yo, D). O

Zusammenhang mit Legendre-Polynomen:

Definition. Die Legendre—Polynome

Pl(z> ) (Z S [_17 1]) )

(1=0,1,2,...) sind definiert durch

_ B.13
V1—2tz + 2 ; ( )
d.h. Pl( ) = ;(g)lé’ : da Radikand = 1 bei t = 0, ist P(2) ein Polynom). Fiir

VI_2tz1i2 o
Z, 7" mit r > r’ und Zwischenwinkel 0 ist

17— 2| =VZ2 223"+ 32 =Vr2 —2rr'cos 0 + 12 = rv1 — 2tz + 12

mit t = r’'/r, z = cosf. Vergleich von (1.41) mit (B.13) liefert (Koeffizientenvergleich bzgl.
th

2l+1 Z )/lm lm g) .Pl(COSG)

mit § = Z(€,€"). Dies ist die iibliche Form des Additionstheorems. Fiir €’ = €3 verein-

facht es sich zu
A7

20+1

und, falls auch €= €3 (und somit cosf = 1),

)/lg(é)g)}/io(é’) = .Pl(COS 9) s (B14)

47
20+ 1

Yio(&3)]* = Fi(1) =1,

letzteres weil (B.13) fiir z = 1 die geometrische Reihe ist. Es folgt

. 20+ 1
3/20(63) = e
und (B.14) lautet
20+ 1
Yio(0, ) = gy Py(cos@) ,

wobei wir € durch seine Polarkoordinaten 6, ¢ bzgl. €3 ausgedriickt haben.
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C. Anhang: Tensorkalkiil

Vektoren

V reeller Vektorraum mit dim V' = n. In einer Basis ey, . . . e, fiir V hat jeder Vektor a € V
die Entwicklung
a=ad'e,, (C.1)

(Summenkonvention: iiber jeden oben und unten stehenden gleichen Index wird von 1 bis
n summiert). Bei einer Basistransformation

transformieren Vektorkomponenten linear:
al = A",a”

wobeil wegen
— U= g _ Vv v
ate, =AN' A\, a"e, = a"e,

gelten muss

AN =6, (C.3)

d.h. die Matrix (A,”) ist die transponierte Inverse der Matrix (A*,), was wir allein durch
die verschiedene Stellung der Indizes zum Ausdruck bringen.

Linearformen

V* = Dualraum von V: seine Elemente sind reelle lineare Funktionen f : V — R, a — f(a)
(Linearformen). Wir schreiben

fla) = (f,a) (C4)
und bemerken, dass diese Klammer bilinear in f € V* und a € V ist. Aus (C.1) folgt
<fa a> = <f7 6u> at . (05)
b
= f,

Die zu eq, . ..e, duale Basis e',...e" fiir V* ist erkldrt durch
(e" a)y = a" . (C.6)

Dann ist
f = f ,ue'u )
denn es ist

(fue',a) = fuad" = (f,a).

Speziell gilt
(et e,) =", .

Bei einer Basistransformation (C.2) gilt nach (C.5, C.6)
fu=MN"fo el = At e” . (C.7)
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Die Elemente von V', bzw. V* nennt man auch kontravariante, bzw. kovariante Vek-
toren (im Vergleich zum Transformationsgesetz (C.2)). Wegen (C.4) ist V' = V** mittels
ar— (-, a).

Tensoren
Ein Tensor T" vom Typ (Z), T € ®1V, ist eine Multilinearform in ¢ Variablen aus V* und

p Variablen aus V. Zum Beispiel ist T € ®1V eine Bilinearform T'(f,a) der Variablen
feViundaeV.

In einer Basis ist
T(f,a)=T(fue" a"e,) =T(e" e,) fua” (C.8)
—.TH

und daraus folgt mit (C.2, C.7) das fiir Tensorkomponenten charakteristische Transfor-
mationsgesetz

T, = T3\" AP (C.9)

kontravariant im ersten Index und kovariant im zweiten. Speziell hat der Tensor (C.4)
in jeder Basis die Komponenten §#,: (C.9) reduziert sich in diesem Fall auf (C.3). Wir
bemerken: @)V =R, @V =V* @V =V =V.

Operationen auf Tensoren:

i) Produkt: Fiir 7' € @1V, S € @2V ist das Tensorprodukt 7'® S € ®g§i§;v definiert
durch

(T @S)(fays - flarta); Q) - -+ Upr o))
= T(f(l)v cee 7fq1; ays - - - 7a(p1)) S(f(q1+1)’ R f(Q1+tI2); Apy+15 - - - ?a(P1+p2)) :
e Beispiel: Fir T e @1V, S e @)V =V* R=T® S ist

R(f,a,b) = T(f,a)S(b) = T",S, f.a"b" . (C.10)
RHy

e Beispiel: In ®1V ist eine Basis gegeben durch e, ®@e”. Aus (C.8) und (e,®¢")(f,a) =
fua” folgt ndamlich

T=T"e, ®@e" .
Damit ist ®] V = V ® V* := {Linearkombinationen von Tensorprodukten aus V
und V*}.
Allgemein:
RV =V®..0VaV'®... V" . (C.11)
q—‘r;al p—\r;al

ii) Spur: Fiir Tensoren vom Typ (i) ist die Spur von T’

tr T :=1T(et e,) =T", ,
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wobei e, e/ ein beliebiges duales Basispaar ist. Beliebig ist es, weil
el « «
T, =T AN\ =T, .
——
5
Allgemein definiert man

tr: @IV — @IV,

o
indem tr wie oben auf den je letzten Faktor V', bzw. V* in (C.11) wirkt.

e Beispiel: S =trT, T € ®V hat die Komponenten

St=T1", .

e Beispiel: Jeder Tensor T*, definiert durch
b =T*,a"

(Spur eines Tensorprodukts) eine lineare Abbildung 7': V' — V,a — b, und umge-
kehrt: Jede solche Abbildung 7' definiert einen Tensor

T(f7 CL) - <f7 TCL> - T‘ul/ f#ay

mit den Komponenten 7%, = (e#,Te,). Analog kann man z.B. einen Tensor T,
auffassen als lineare Abbildung
b, = T,a"

von V nach V*.

Antisymmetrische Tensoren

Eine spezielle Rolle spielen die antisymmetrischen Tensoren aus ®2V =V'® .-V
—_——————

p—mal
T(a(x(1y), - - - Ux(p))) = g0 - T(aqy, . . . ag))

fir jede Permutation 7 von {1,...p} : m € S,. Dabei ist sgn 7 ihre Paritdt. Man schreibt
AP V* fiir den Unterraum solcher Tensoren.

Jeder Tensor vom Typ (g) kann antisymmetrisiert werden durch die Operation A:

1
(AT)(aq), - - - ap) = ] > senm T(a), - - Unir))

" mESy

Es gilt A% = A.

iii) Ausseres Produkt: fir 7 € AP V* S € A?V*ist TAS € A" V* definiert
durch
(p1 + p2)!

TANS =
p1!po!

AT®S).
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Eigenschaften:
TANS = (=1)P2SAT,

(p1 + p2 + ps3)!
p1!p2!ps!

TA(SAR) = (TAS)AR= A(T®S®R)

Komponenten: Fiir T € A" V* ist beziiglich einer Basis e# von V*
T = Ty e @ -@e?=AT

= Ty, A" @ - @ el')

1
— Tmmup E et ANEERNA eHr

= Ty, € Ao Al ( bei Beschrankung der Summe ) .

auf pp < ... <,
Damit ist

p
n n!
dim A\ V* = -
/\ <p) p!(n —p)!

und insbesondere = 0 fiir p > n.
Metrik

Wir riisten V' mit einem Skalarprodukt aus
(a,b) :  symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearform auf V.
Nicht ausgeartet heisst, dass nur der Nullvektor auf allen Vektoren orthogonal steht:
(a,b) =0, YbeV = a=0.
In Komponenten schreiben wir fiir diesen metrischen Tensor
(@h) = guad’ .

Guw = Guu s det (gu) # 0.

iv) Rauf- und Runterziehen der Indizes: Durch das Skalarprodukt definiert jeder
Vektor a € V' eine Linearform ga € V*:

(ga,b) := (a,b), VbeV

Die Abbildung g : V — V* a +— ga ist ein Isomorphismus, denn aus ga = 0 folgt
(a,b) = 0 fiir alle b € V', also a = 0. In Komponenten ist

(ga), b" = g, a"b"

also
(9a), = guw a” (C.12)
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(Runterziehen des Index). Fiir g7' : V* — V gilt umgekehrt

(971 f,0) = (f.b),
(') = g"f

(Raufziehen des Index), wenn wir mit (¢*”) die (ebenfalls symmetrische) Inverse der Ma-
trix (g,.) bezeichnen. Diese Isomorphismen lassen sich auf Tensoren iibertragen, so das
Runterziehen:

g:®§V—>®ZﬁV, T+— gT

GT)(fays -5 faniaqy, - apeny) = T(fay, - fa-1):900); 0@ - - -5 Q1))
(gT)rHa = G (C.13)

V1..Vpyl

Wir identifizieren nun V* mit V', indem wir ga = a setzen und einfach von ‘Vektoren’
sprechen. So lautet (C.12)

o v
ay = Gua

und wir nennen a* bzw. a, die kontravarianten bzw. kovarianten Komponenten von a. Es
ist dann
— gl — g P
a = a'e, = a,et,

wobei die duale Basis {e*} zu {e,} bestimmt ist durch
(e*,e,) =, .
Analog identifiziert man alle ®7 V' mit dem selben p + ¢. Beispiel: p + ¢ = 3.
T(a,b,c) =T,,a"b"c” =T, ;a,b"c” =T a,b,c, .

Insbesondere folgt aus (C.13), dass

v

guy = gV,u - 5u
in jeder Basis. Hingegen kann man die Basis kartesisch wihlen, d.h.
Guv = 5;w )

nur im Fall einer positiv—definiten Metrik. Dann entféllt der Unterschied zwischen kova-
rianten und kontravarianten Komponenten und man kann alle Indizes unten schreiben.

Volumenelement
Die Metrik auf V' = V* iibertriigt sich auf @)V mittels
12
(a0 ® -+ ® a@), by @ D b))y = 7 ll (@), b)) (C.14)

und Bilinearitét. Sie bleibt dabei nicht ausgeartet. Insbesondere ist sie auf A” V* definiert.
Wegen dim A" V* =1 gibt es bis auf das Vorzeichen genau ein Q € A" V* mit

(©2,9),, = Signatur von (-,-), auf \"V* = +1.
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Q) heisst das Volumenelement zur Metrik g. Beziiglich einer Basis e/ fiir V* ist

Q=|gl/2e Ao Aem,

wobel
g = det (g,uz/) ) v = (e;ueu) .
In der Tat ist
(,0), = lgl(e"A---Ne" et A Ae™),
= |g| segn (e',e™) = |g|det (¢") =sgng .
L Il biaeys

In Komponenten:
1/2
Qoo = 9| / Epa.pin >

1...n
S =SSR )

v) Hodge’sche x—Operation: Eine Abbildung

wobel

p n—p

*:/\V*—>/\V*, T — xT
ist definiert durch
(T, 8)p—p = (T'N S, Q),
fur alle S e \"7" V*.
Eigenschaften: (ohne Beweis)
(*T7 S)n—p = (_1>p(n—p)<T7 *S)p
s«xT = sgng-(=1)POP T
(*Tl, *Tg)n_p = sSgng - (Tl, T2>p

Einen expliziten Ausdruck fiir *7" bekommen wir aus

|
(5T, S)np = —r

= i —pyi @5 =

1 e
P! <tr(p) (6" T) ), S)n_p ’

wobei (p) fiir ‘p—fach’ steht. Dies folgt aus der Normierung (C.14) und aus (a,b) =
(g7'a,b) = tr(g 'a®b). Also ist

1 —_1()
*T = o tr® ((g7"'T) @ Q)

und in Komponenten



Tensorfelder im R"

In R" beniitzen wir affine Koordinaten x = (z', ..., 2™) bestimmt bis auf linear inhomo-

gene Transformationen
T=Ar+a, zh = A 4 a . (C.15)

Ein Tensorfeld ist gegeben durch seine Komponenten, z.B. T#,(z!, ..., 2") falls vom Typ

(}), mit dem Transformationsgesetz

T",(@) = Ts(z) Ao A" = T (AT — a)) A", A, (C.16)
Algebraische Operationen (i-v) sind punktweise auf Tensorfeldern ausfiihrbar.

vi) Differentiation: Aus T",(z) entsteht durch

0
TH,  (x) = 5

T, () (C.17)

ein neues Tensorfeld. Zum Beweis bemerken wir, dass nach (C.15)

o' - A'uu ) afy - AO'V )
oxv 0z?
wobei die zweite Beziehung durch Vergleich von
ozt dx”
=o', mit A¥, A, =",
oxv 0x°
folgt. Somit transformieren die Differentialoperatoren
0
0= gn
wie kovariante Vektorkomponenten
0 ox¥ 0

0

= A", .

“T gzt Oxt Oxv
Daraus folgt das Transformationsverhalten von (C.17)
T, o (T) = A0, (T5(2) Ao A%) = T (2) AP APAT

(Ersichtlich ist auch, dass T", , beziiglich nicht affinen Koordinatentransformationen kein
Tensor ist.)

e Beispiel: f, = Gradient eines Skalarfeldes (kovariantes Vektorfeld) und j# , = Di-
vergenz eines kontravarianten Vektorfeldes (Spur des Tensorfeldes j* ).

Eine ortsunabhéngige Metrik im R™ ist gegeben durch den metrischen Tensor g,, (un-
abhéngig von x). Dann kommutiert d,, mit dem Rauf- und Runterziehen der Indizes. Wir
setzen noch 3

pw._ Yo w
o : o, g o, .
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Invariant ist der Laplace-Operator (bzgl. der Metrik g, ):

A = 0"9, = g"',0, .

Bemerkung. Ein koordinaterfreier Zugang zu Tensorfeldern ist iiber den Begriff eines
affinen Raumes E (iiber V') moglich. Dies ist eine Menge versehen mit einer Abbildung
ExE — V, (r,7") — 1’ —r, welche folgende Eigenschaften geniesst: (i) (" —7')+ (r'—r) =
r” —r; (i) zu gegebenen r € E, v € V gibt es genau ein 7’ € E mit 7" — r = v (notiert als
' =r+wv).

Ein Koordinatensystem K in E ist gegeben durch Auszeichnung eines Punkts o € E
(Ursprung) und einer Basis {e, } fiir V. Uber r = o+ a*e¢, ist eine Koordinatenabbildung
E — R r— z = (2',...,2") erklirt. Bei Wechsel des Koordinatensystem, bestimmt

durch (C.2) und o — 0 = a*€,, transformieren die Koordinaten gemiss (C.15).

Ein Tensorfeld auf E ist eine Abbildung 7' : E — @1V, r + T,.. Bzgl. K sind ihm (z.B. fiir
p = q = 1) die Komponenten T%,(x) := T,(e*, e,) zugeordnet. Deren Transformations-
verhalten ist (C.16). Die Ableitung 07 ist ein Tensorfeld vom Typ (pj’rl) koordinatenfrei
definiert (im Bsp.) durch

d Trpx(f,a)

(8T>r(f7 a, b) = ﬁ

)
A=0

d.h. (C.17) in Komponenten. Die Uberpriifung ihres Transformationsverhaltens eriibrigt
sich nun aber.
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Repetitorium der Vektoranalysis im R3?

(v: Vektorfeld; v: Skalarfeld)

- Vektoridentitaten:

rot 61} =0
divrotv =0

rotrot v = V(div ) — AU
(0- V)0 =V (5?/2) — T Arot v

- Produktregeln:

div (VA W) = @ - rot ¥ — ¥ - rot W
rot (7 A @) = (div )7 — (div &) + (& - V)T — (7 V)@
- Sétze:

J divadis = [, 7-d5
[rotT-do=[,, 7-d3
- Korollare:
[, Vodiz = Joy, vdO
Jyrotvdie = [, doGAT
Ji (uAv + Vu - Vo) ddz = Jov uVo - dé
[, (uAv —vAu) &z = fav(“§“ —oVu) - do
Jg doA Vu = Jogu ds

- Kettenregeln:
(P:R—R3% 71:R®—R)

(Gauss)
(Stokes)



